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Vecka 5 Réknedvning

1 Analytisk geometri i R®

1.1 Uppgift 21.6
What is the area of the triangle formed by the three points p1 = (1,1,0), p2 = (2,3,—1) and
P3 = (07 5, 1)?

Vi har att p1, p2 och ps ligger i ett plan i rummet, déir de tillsammans markerar hornen i en
triangel T', med tva sidor som, enligt Figur 1 (notera att densamma inte #r skalad relativt de
givna punkterna), kan representeras av vektorerna

a=p2—p1=(1,2,-1), b=p3—p1=(-1,41).

b =p3; —pi

/P2

a=p2—p1
P1

Figur 1: Arean av T motsvarar halva parallellogramytan.

Vi kinner fran [Réknedvning — vecka 4, uppg. 20.22] en formel {6r arean av det parallellogram
som spanns upp av a och b. Men ytan av T' maste vara hiilften sa stor! Vektorprodukten a x b
for a,b € R3 definieras som

axb= (a2b3 — (l3b2, (l3b1 — a1b3, a1b2 — a2b1), (1)
i [AMBS, ekv. 21.7] sa att

axb=(2-1-(-1)4,(-1)(-1) —1-1,1-4—2(-1)) = (6,0,6),
la x b| = V62 + 0% + 62 = V72 = 6V/2,

och dédrmed
A(T) = 3lax b| = 3V2.
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1.2 Uppgift 21.7

Givena = (1,1,1) and b = (1,3,1) compute: 1) the angle 6 between a and b; 2) the projection
of b onto a; 3) a unit vector orthogonal to both a and b.

Vi har fran [AMBS, ekv. 21.6] att
a b = [al[b| cos(6), @)

och med

a-b=(1-1,1-3,1-1)=5, |aj=v124+124+12=+V3, |b|=12+32+12 =11,

fas dérfor
() == (35)
6 = arccos | —— | = arccos [ — | .
|a|[b] 33

Projektionen P,(b) av b pa a foljer i R? av [AMBS, ekv. 21.4] som

a-b 5
Pa(b) = Wa = 3(1’ 1,1).

Aterstar att hitta en ortogonal (vinkelréit) enhetsvektor n till a och b med [n| = 1. En sadan
ges av den normerade vektorprodukten a x b (notera att vektorprodukter resulterar i vektorer
jfr. med skaldrprodukter som resulterar i tal). Alltsa ska vi beridkna

axb=(1-1-1-31-1-1-1,1-3-1-1) = (-2,0,2),
laxb|=+/(-2)2+02+22=8=2V2,

och far slutligen
axb 1 1
=+—+(-2,0,2) =+—
bl ava 0P T
Kontrollera ortogonaliteten genom att berikna skaldrprodukterna n-a och n-b, eller ldttare,
genom (a x b) - a samt (a x b) - b. Vad borde svaret bli? (Ledtrad: Utnyttja (2) pa lampligt
siitt.)

n==+

(~1,0,1).

Anmirkning. Rékneoperationen (a x b) - ¢ for a, b, ¢ € R? kallas skaldr trippelprodukt, och
har &ven den en geometrisk tolkning, i det att |(axb)-c| anger volymen av den parallellepiped
som bestdms av vektorerna. O
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2 Komplexa tal

2.1 Uppgift 22.2

Find the following.

c) IméZ

Vi betecknar med z = a + bi ett komplex tal — betecknas z € C — med realdel Re z = a och
imaginérdel Im z = b pa s.k rektanguldr form. Komplexkonjugatet z definieras som z = a — bi
[AMBS, sid. 349], och vi minns att i2 = —1 [AMBS, ekv. 22.5]. Nu fas

z_a+bi _ (a+bi)* _ a®+2abi— b
zZ a—bi  (a+bi)a—bi)  a24+b0>
och det maste vara att
z 2ab
ImE =2 e
|
2.2  Uppgift 22.3
Let z1 =4 — 5i and zo = 2 + 3i. Find the following on the form z = a + bi.
©  Iim
Direkt berdkning ger
_a 4 5i _4-5i  (6+20)(4—5) 3422
Tzt (A-5)+(2+43) 6-20 (6+2)(6-2) 40 '
som ér pa den efterfragade rektangulira formen. O

2.3 Uppgift 22.5

Represent the complex number on polar form.

243i
¢ 5%

Ett komplex tal z = a + bi kan skrivas pa poldr form som
z = (a,b) = r(cos(d),sin()) = r(cos() + isin(0)), (3)

dér z framstélls som en vektor i det komplexa talplanet (med lingden r = |z| = va? + b2 och
argumentet 0 = arctan(b/a) — se [AMBS, fig. 22.2]). Man kan ocksa uttrycka z i termer av
den komplexa exponentialfunktionen e = cos(f) + isin(f) dir det ges att

z=re?, (4)

ot
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fran vilket det inses att divisionen

0 .
L z1 _ rie _ 7_101(91792),

29 T2€i02 79

motsvaras av att det nya komplexa talet har lingden % och argumentet 67 —605. Lat oss dérfor
bestdmma dessa i tur och ordning fér z; = 2 + 3¢ och z9 = 5 + 4i:

= \/m _ \/1—37 arg(z1) = arctan (%) s
ro= VB H 2 = VAL, arg(z) = avctan (1),

och sa blir

z= 1413(005(‘9), sin(d)), 6 = arctan (%) — arctan (%) .
O
2.4 Uppgift 22.6
Solve the equations.
) 2+z+l=-—i
Vi borjar 16sningen med kvadratkompletteringen
Phztl=—i—= 2+’ —d41=-i—= (+1)=-3-4
och fortséitter genom att lata
z4+ 1 =a+bi
Det foljer efter inséittning att
(a+bi)?=-3—i = a®+2abi—b* =3 —4,
dér vi identifierar real- och imaginérdelar som
a? - b =-3, (5)
2ab = —1. (6)
Samtidigt maste det gilla att
a0 = -3 -]
dvs.
2+ =y/(3)r12=3. (7)
Kombineras (5) och (7), t.ex. via additionen (5)+(7), fas
2 _ 1 1
2a° =5 = a=+j3,
och nir a = % maste b = —1 for att satisfiera (6). P4 samma séitt blir b =1 fér a = 7%. Med
tva alternativ skriver vi
1_1_ :
i=1_ i = = —q,
srl=atbi = Zl+§ ot Aas
2t =—5+ti = 2z2=1—1,
och ar klara. O
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2.5 Uppgift 22.9

Describe in geometrical terms the mappings f : C — C.
O f() =22
Vi utnyttjar (4) till att skriva
z=re? = 2= (re"’g) v /261072, (8)

och noterar att f med tiden (givet zg &r z; = f(z;—1) for i = 1,2,...) far ett komplext tal att
nérma sig 1.

Anmérkning. Vi kan visa att 7 — 1 som grénsvirdet av foljden {rl/ 2”}. Hir fas

‘T1/2n_1‘ <e—s N> log(r) 7
2log(e+1)

dér olikheten giller for alla n > N. Med r = 2 och € = 0.01 maste t.ex. n > 35. (Notera att
andra grinsviirden dn 1 leder till en orimlig olikhet!)

For 0 — 0 tittar vi i stillet pa griansvirdet av f6ljden {6/2n}. Det ger oss

6 ]
o< > .
‘QN 0‘76ﬁN726

Hursombhelst, fragan besvarades redan i (8), dér det nya komplexa talet f(z) far lingden som
kvadratroten av foregangarens, samt argumentet halverat. O




