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1 Derivatan

1.1 Uppgift 23.1

Prove directly from the definition that the derivative of x* is 4a°.

I [AMBS, avs. 23.4] siigs att en funktion f = f(z) & deriverbar pa ett intervall I, om f &r
deriverbar for alla punkter T € I, sa att det for  néra T géller att

f@) = f@) +m(@)(z -7) + E;(z,7), 1)
dér |Ey(z,7)| < Ky()(x — )2 I sa fall dr derivatan f/(Z) = m(Z). Vi kiinner igen tangenten
o) = S@) + @) -7,

som linjiiriseringen av f i punkten 7. Alltsa séger (1) att felet Ef(z,T) = f(z) — fr(z) —
avvikelsen mellan funktionsgrafen och tangenten — ska vara kvadratiskt litet i @ — Z. Sérskilt
#ir den linjéira approximationen god fér z nira T (ddremot behdver den inte vara det pa lingre
avstand).

Vill skriva den givna funktionen pa formen (1). Forsoker med

f@)=a*=@+(2-2)" =7"+42°(2 - %) + 62’ (¢ —7)> + 4T(z — 7)* + (x — T)*,

genom tillimpning av Binomialsatsen (minns "Pascals triangel” for utveckling av (a + b)™).
Kan i HL identifiera f(T) = T* samt m(Z) = 47>, och samlar resterande termer
Ef(2,7) = 622(z —7)* + 47(z —T)° + (2 — 7)*
= (6% + 4%(z — 7) + (¢ — 7)?) (x — )2
Alla innehéller atminstone tva faktorer (z — ), varfor storleken av felet #ir kvadratiskt litet
|Ey(w,7)] < K; @)@ — )2,

eftersom
K;(T) = max [67° + 43(z — T) + (v — 7)?|,
xzxel
maste existera (polynom dr Lipschitzkontinuerliga pa ett begrénsat slutet intervall I, och har
dérmed ett storsta resp. minsta viirde pa detsamma).

Slutsats: f &r deriverbar med derivatan f/(z) = 4a®. |

1.2 Uppgift 23.2

Prove directly from the definition that the derivative of f(x) = /& equals f'(z) =

= for
x> 0.

_ 1 ¢
VR

Vecka 6 R&knedvning

Vill skriva f pa formen (1) — fast nu kan vi inte anvéinda Binomialsatsen. Forsoker istéllet
med

f(q):\ﬁ:\/%Jr(\f*\/%):ﬁJr%

— 1 1 1 _ — 1 _ _
:\/;Jr<Tﬁ+7ﬁ+ﬁ77ﬁ>(zfz):\/;JrTﬁ(xfz)ﬁLEf(x,z), (2)

dér resttermerna

(@-7)

ea) = (1~ 1 Vo YTV
N b R L v (e
1

= —7)%

VT (VI + V)
Har att felet dr kvadratiskt litet
|Ef(z,7)| < Kf(@)(x - T)?,

ty
S S
2T (VT +V3)’

existerar pa ett begréinsat slutet intervall I for z > 0. Alltsa kan det fran (2) identifieras att

K@) = max

f &r deriverbar med derivatan f’(z) = ﬁ O
1.3 Uppgift 23.4
Study the symmetric difference quotient approzimation

flay o HEFWTEZD 3

and derive the optimal chocie of increment h.

Har de kubiska approximationerna

f@+ ) ~ (@) + F@h+ 5 @R + 37 @)k,
fa—h) = f(@) — f@)h+ 5" @h® = Lf" (@)1,

sa att
fla+h) — flz —h) = 2hf'(x) + 5 " (x)h®.

Derivatan blir exakt néir h — 01 den mening att trunkeringsfelet férsvinner. Men vid numerisk
approximation maste vi ta hinsyn till andra felkéllor som t.ex. avrundningfel. Det viixer nir
h — 0.1 MATLAB ir den minsta igenkinnbara skillnaden e mellan tva flyttal ungefir 1016
(prova att exekvera 1 + 1e-16 == 1 i MATLAB-prompten). Tydligen ska vi minimera
(trunkeringsfel) 4+ (avrundningsfel)

1 5, €
= <= h
g(h) o7 < 6]\1h +h,’
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givet |f"(x)| < M. Séker dérfér nollstéllen till g'(h) =0

)= Inn— € 0 — hp = (€ v
g = 3 i lopt — M
sa att hopy ~ 1077 #r bista val av inkrement vid central differenskvot. O

1.4 Uppgift 23.6

Can you compute the derivative of sin(z) and cos(z) from the definition?

Nej, det gar inte! Det ér, som det visar sig under ALA-b (i samband med att de trigonometriska
funktionerna definieras), emellertid ingen "motségelse” i det.

Om man vill berékna derivatorna enligt den alternativa definitionen

f'(z) = lim M

h—0 h
gar det bra. Skriver D = % (derivationsoperator). Da fas forst

sin(z + h) — sin(x) sin(x) cos(h) + sin(h) cos(z) — sin(z)

e h,
i -1 si 205 (4
- lim sin(x)(cos(h) — 1) 4 sin(h) cos(x) — cos(a),
h—0 h
ty cos(h) — 1 samt w — 1 nér h — 0. Sedan

cos(x + h) — cos(z) m cos(x) cos(h) + sin(z) sin(h) — cos(z)

D cos(x) = lim A = fim h
_ ]hH(l) cos(z)(cos(h) — ;) + sin(h) sin(z) = sin(z),
i

och vi &r klara. Minns sambanden
sin(a + ) = sin(a) cos(3) + sin(B) cos(a), cos(a + 3) = cos(a) cos(3) + sin(a) sin(3).

Anmirkning. Det ir skillnad mellan definitionerna (1) och (4), men i allt annat én specialfall
ir de dverensstimmande. For intresserade hinvisas till [AMBS, avs. 23.16]. ]

1.5 Uppgift 24.3-24.4

Comment regarding the computation of the derivative of 2.

Har att
9o _ In(2%) _ gzln(2)
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sa
D27 = De”n(®) = In(2)e” In(2) — In(2)2".

Mer allmént: Genom ett trick har vi visat att derivatan

Da” = In(a)a”.

1.6 Uppgift 24.6

Compute the partial derivatives of the function f : R3 — R given by f(z1,72,23) = 273 +
5r3zs.

Funktionen beror av tre variabler — hur varierar f med respektive? Vi séker vad som kallas
partiella derivator: t.ex. betecknar 59{1 den partiella derivatan av f m.a.p. x1. For att beriikna
densamma deriveras f "som vanligt”, medan évriga variabler x; och xo ses som konstanter,
dvs.

of
—— = 4173,
o1, 143,
ty derivatan av 222 dr 4z (z3 ir i ssmmanhanget konstant). PA samma siitt fas
of 04 Of 2 3,3
—— = 15z373, — = 2x7 + 20573,
81'2 203 6.1'3, 1 23

De partiella derivatorna kan samlas i en vektor vi kallar gradient:

) 9, 9, :
(5711 (?sz fo):(ﬁlllﬂ?;g 152323 2z%+20z%z§.)

Mer om det i ALA-b. O

2 DERIVERINGSUPPGIFTER
2.1 Uppgift 6d

Derivera f(z) = \/cos?(x)(1 — 22) = (cos®(z)(1 — 12))]/2.

Vi far
D (cos*(@)(1 — 22)) /> = 1 (cos®(2)(1 — 22)) />
- [3eos?(z) - (—sin(z)) - (1 — 2?) + cos’(x) - (—22)]
_ cos(x) (3sin(x)(1 — #%) + 2a cos(x))
2v1—a? '
via kedje- och produktregeln samt forenkling. O
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2.2 Uppgift 7d

3
Derivera partiellt f(x) = (ﬁ) .

Vi far
= ) <1.(z+y)2,1.2<z+y>,1>
Oz (z+y)? (x+y)*
322 (v+y)P-2z(x+y) 327 623
Tyt (z+y)* T @ty @ty
g_g( P )? (0~(m+y)2—m~2(m+y)~1)
Ay (z+y)? (z+y)?
B 322 —2z(z+y) 623
Tyt @yt T @ry)”
efter anvindning av kedje- och divisionsregeln samt férenkling. O




