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Vecka 1-2 R&knedvning

1 Linearization and Stability

1.1 Uppgift 91.4

a) Skriv systemet (forsta ordningens ODE, icke-linjirt, konstanta koefficienter)
uy(t) = uz()(1 - ui(t)),
uh(t) =2 — uy (t)ua(t),

pad formen u' = f(u). Finn stationdra punkter .

Vi uteldmnar av bekvémlighet den oberoende variabeln ¢. Far dérvid

4 2(1—ud) fi(u)
u,: uy _ ug( 1 _ 1 — f(u). 1
ul 2 — ujuy fa(u) (u) @)
pa angiven form. Vidare ges stationira punkter av
u =f(u)=0 = u(1 =) =0,
2 —ujug =0,

dvs. hiir som 16sningen av ett homogent icke-linjirt ekvationssystem. Identifierar att forsta
ekvationen dr noll for us = 0 eller u; = +1, men eftersom den andra &r nollskild fér ug = 0,
fas stationéra punkter nér u; = 1,up = 2 alt. u; = —1,ug = —2, dvs. 1,2 = +(1,2).

b) Berdikna Jacobimatrisen Df (u). Linjirisera systemet (1) kring varje stationdr punkt, dvs.
skriv ner det linjiriserade systemet v/ = Df(@)v.

Jacobimatrisen samlar f:s partiella derivator

or o |
Df(u) = (ﬁﬁ aJu‘i) _ (—zum 1—uf>7

0

2 dfa —Uu —u
dui dus 2 !

sa att
-4 0

Df(ﬁl):<72 71>, Df(a2)=<‘24 ?)

Lat sedan u(t) = @ + v(t) (dér v(t) kan betraktas som en perturbation av ett jimviktslige
). Det foljer att

v=u-1a= v =(u-u0)=u="Ff(u)=~fu+v),
vars linjarisering kring @ blir
f(a+v)~ f(a)+ Df(a)v = Df(a)v,

eftersom @ var en stationdr punkt. Alltsa dr de sokta linjériserade systemen

()= (2 ) ()
(- ) ()
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c) Lés det linjiriserade problemet analytiskt. Ar de stationdra punkterna stabila?

Vi vet att ett linjért forsta ordningens system av ODE med konstanta koefficienter

v/ =Df(a)v,
V(O = Vo,
har den allménna losningen
v(t) =) cetily;, (4)

dér \; och g; ér egenviirden resp. egenvektorer till Df (@) (se t.ex. [Dynamiskt system, S. Lar-
sson] eller [Egenviirdesproblemet, S. Larsson]). Koefficienterna ¢; kan bestimmas via begyn-
nelsevillkoret for specifik 16sning. Vi lidrde oss ocksa hur systemets stabilitet beror av egen-
vérdena.

For att besvara fragorna maste vi forst 16sa egenviirdesproblemet (se Uppgift 97.1 for néirmare
beskrivning).

i) wm=(L,2)
1) bestim egenviirden (16s karakteristiska ekvationen)

—4-A 0

det(Df(a;) — AI) = ‘ -2 —1-2

':(4+)\)(1+)\):0.,

dvs. /\1 = 74., )\2 =-1.

2) bestdm motsvarande egenvektorer (16s homogent linjéirt ekvationssystem)

(Df () — Mg =0 < <—02 2) (ii) - <8>

dvs. —2¢11+3g12 = 0. Med g12 = s € R som fri parameter fas g;; = %s. Alltsa blir tillhérande

A= —4:

egenvektor
3 3
o))
Ao =—1:
_ -~ -3 0\ (g2a1) (O
it w0 = (3 9) ()= (9).
dvs. —3g21 = —2¢21 = 0 = g21 = 0. Med g22 = ¢t € R som fri parameter fas motsvarande
egenvektor
0 0
gz—t(l) (=1 = (1)
4



Vecka 1-2 R&knedvning

Den allménna 1sningen till det linjédra systemet (2) fas fran (4) till att vara

v(t) = cre™ (g) +coe™! (?) )

och med negativa egenvirden drar vi slutsatsen att @y ér en stabil stationér punkt.
i) Gy =—(1,2)
1) bestdm egenviirden (16s karakteristiska ekvationen)

—4-A 0

det(Df(ﬁg)—AI):‘ s

’ =M@d+1A-1)=0,
dvs. )\1 = 74., )\2 =1.
2) bestdm motsvarande egenvektorer (16s homogent linjért ekvationssystem)

)\1 = —4:

(Df(12) — MD)g1 =0 (g g) (ZE) N <8> ’

dvs. 2g11 + 5g12 = 0. Med g12 = s € R som fri parameter fas g1; = 735. Med andra ord blir

motsvarande egenvektor
5
-5 5
=s( 2)={s=-2}=
s (V) -0 (),

(Df(12) — AoT)ga = 0 (_25 8) (Zil) - (8)

dvs. —5g21 = 2991 = 0 = go1 = 0. Med g22 = ¢t € R som fri parameter fas motsvarande

egenvektor
0 0
gz,t@ —fr=1)= (1>

Den allménna losningen till det linjira systemet (3) &r alltsa

v(t) = cre™® (i) + coe’ (?) ,

och med ett positivt egenvirde visar sig ty vara en instabil stationédr punkt. O

1.2 Uppgift 91.5

Uppgiften &r visentligen densamma som foregaende. Vi lamnar dérfor berdkningarna utan
ytterligare kommentarer.
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a) Skriv systemet (forsta ordningens ODE, icke-linjirt, konstanta koefficienter)

ui(t) = w () (1 - u2(t)),
uh(t) = ug(t)(l — ul(t)),

pad formen u' = f(u). Finn stationdra punkter u.
Pa efterfragad form fas
(U ul(lfuz) (A -
w= <u’2> B <71,2(1 —wu))  \fa(u)) — £(w). (%)

Stationéra punkter ges av

uy (1 — u2)
ug(l - ul)

=0,
u=f(u)=0 = { '

=0,
dvs. u; = (0,0) samt 6y = (1,1) efter identifiering.

b) Berikna Jacobimatrisen Df(u). Linjirisera systemet (5) kring varje stationdr punkt, dvs.
skriv ner det linjiriserade systemet v/ = Df(@)v.

% % 1-—uy —w
— &2 U2 —
Df(u) = <m m) = ( —uy 1—u1>"

Ouy Oug

Df(@) = (é ?) —1  Df(m) = <f1 ‘01>

De sokta linjériserade systemen &r
!
,_171_10 v\ _ (V1) _ nerm
7= ()= (0 %) (2) = () o ®
/
; (viy (0 -1 v\ . fv2) _ —
7= ()= (G D) ()= () - prea ™

c) Lis det linjiriserade problemet analytiskt. Ar de stationdra punkterna stabila?

Jacobimatrisen blir

sa att

Vi léser egenvérdesproblemet:
i) w=(0,0)

Med reell symmetrisk systemmatris forvéintar vi oss reella egenviirden samt mojlighet att véilja
ortonormala egenvektorer.

1) bestdm egenviirden (16s karakteristiska ekvationen)

I=A 0 |:(1—)\)2:0,

det(Df(ﬁl)—)\I):‘ 01

dvs. A12 =1 (egenviirde med algebraisk multiplicitet 2).
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Anmérkning. For trianguldra — och da siirskilt diagonala — systemmatriser aterfinns egen-
virdena pa huvuddiagonalen (inses av att alla termer utom en i VL av karakterisktiska ekva-
tionen blir noll). Vi hade hir alltsd inte behovt stiilla upp karakteristiska ekvationen for att
bestdmma Ao = 1. | |

2) bestdm motsvarande egenvektorer (16s homogent linjért ekvationssystem)

(Df (W) — Mpl)g = 0 = (8 8) (Zi) - (g> ’

dvs. att g1 = 5,92 = t,s,t € R, bada maste vara fria parametrar. Dérmed kan motsvarande
egenvektorer viljas godtyckligt fran planet

() )

Med (s,t) = (1,0) resp. (s,t) = (0,1) fas exempelvis ortonormalt

o) =)

Anmérkning. Nér systemmatrisen dr enhetsmatrisen ges egenvektorerna av enhetsvekto-
rerna (detsamma &r inte nodvindigt sant for trianguléra systemmatriser). Vi hade hér alltsa

)\172 =1:

inte behovt 16sa ekvationssystem for att bestéimma egenvektorerna g; = e; = (1 (J)T och
T
g2 =€ = (0 1) . [ ]

Den allméinna lésningen till det linjira systemet (6) ér
1 0 c
— oot ol _dt(a
v(t) = ci€ <0> + coe (1> e <62> R
och med positiva egenviirden maste @y vara en instabil stationér punkt.
i) 1 =(1,1)
1) bestéim egenvirden (16s karakteristiska ekvationen)

-2 -1

det(Df (1) — AI) = ‘_1 I

’ =\ -1=0,
dvs. )\112 = =+1.

2) bestim motsvarande egenvektorer (16s homogent linjért ekvationssystem)

(Df (1) — MT)g1 = 0 = <j j) <i3> N (8>

)\1:1:
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déir Gausselimination leder till
1 0 -1 -1 g11 _ 1 0 0
GG DE)-GE =
-1 -1 g\ _ 0
0 0)\giz) \0)’
dvs. —g11 — g12 = 0. Med g12 = s € R som fri parameter fas g3 = —s. Alltsa blir tillhérande

egenvektor
g1 =5 ! ={s=1}= !
1 S 1 S 1 .

_ _ 1 =1\ (gar\ _ (0
(Df(a2) — AoI)g2 =0 <= <_1 1 ) (g22> = <0>,
dér Gausselimination leder till
1 0 1 -1 921 _ 1 0 0
GG )66 =
1 -1 921 o 0
0 0/ \g2) \0)’
dvs. go1 — ga2 = 0. Med ¢go2 = t € R som fri parameter fas go; = ¢. Med andra ord blir

motsvarande egenvektor
1 1
gz,t@ —{i=1y= (1)

Den allméinna losningen till det linjira systemet (7) ér alltsa

v(t) = cre (711) + cpe! (}) ,

och med ett positivt egenviirde &r @iz en instabil stationdr punkt. O

A =—1:
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2 Egenvirdesproblemet

2.1 Uppgift 97.1

Lés egenvdrdesproblemet for matrisen A i foljande fall. Bestdm om mdjligt en ortogonal egen-
vektormatris P. Los systemet
x = Ax,
(8)
x(0) = xo,

och avgor dess stabilitet.

) a3

Vi formulerar egenvirdesproblemet: Finn icke-triviala losningar (g # o) till det linjira ekva-
tionssystmet
Ag=)g, (9)

dér A kallas egenvdrde med g som motsvarande egenvektor till A.

Anmirkning. Geometriskt betyder (9) att vi soker riktningar utmed vilka transformatio-
nen fran A reduceras till en skalning (mer allmént kan matris-vektor-multiplikationer utéver
skalning inkludera t.ex. rotation, reflektion i hyperplan, permutationer av komponenter, ...)
— riktningar och skalningsfaktorer ges av g resp. A. | |

For att 16sa (9) skriver vi om systemet pa den ekvivalenta homogena formen
(A—-XI)g =o. (10)
Kom ihag att icke-triviala losningar fas endast om koefficientmatris dr singuldr. Alltsa maste
p(A) = det(A — AI) =0, (11)

dér (11) kallas karakteristiska ekvationen. Det ér en polynomekvation

dct(Af)\I):F;)\ 1E>\‘:(27)\)(17)\)—12:)\273/\710:0,
med rotter
3 9 3.7 |5
Me=gEpH10=3 5—{72.

samma som A:s egenvirden. For varje egenvirde (med A € R™™ &r grad p = n och p
har lika manga nollstillen) loses sedan (10) for tillhdrande egenvektor gi. Vanligen numreras
egenviirden efter storsta magnitud: [A1| > [Aa| > -+ > |A,|. Vi far da

(A-MDgi =0 < (;3 34) (ﬁil) - <8> ’

9

)\1:5:
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dér Gausselimination ger (hér representerad via multiplikation med elementéra eliminations-

matriser)
1 0 -3 3 g1 1 0 0
= —
G0 2)6)-G)0)
-3 3 gty _ (O
0 0)\giz/) \0)’
dvs. —3¢11 + 3912 = 0. Vi later g12 = s € R vara fri parameter sa att g1 = s. Alltsa dr

g1=35 G) = {viilj godtyckligt s =1} =g = G) .

oo = (3 (2)-0)

déir Gausselimination leder till
1 0 4 3\ (g1 (1 0\ /0
GGG -G =
4 3\ (gn) _ (0
0 0)\g2) \0)’

dvs. 4go1 + 3g22 = 0. Vi later goo =t € R vara fri parameter sa att go; = 7%t4 Da blir

Ao =—2:

_3 .
g =t ( 14) = {vilj godtyckligt t =4} = g5 = ( 43) .
Anmirkning. Notera foljande: Givet Ag = g fas efter multiplikation med o € R att
(aA)g = (aN)g = A(ag) = A(eg),
déir den vinstra likheten siger att om A har egenviirdet A sa har aA egenviirdet a\, medan

den hogra séger att egenvektorer endast dr bestdmda upp till en skalér, dvs. till sin riktning,
medan lingden kan variera. [ |

Egenvirdesmatrisen ges av
. 5 0
D = diag(A1, \2) = <0 72> s

med motsvarande egenvektormatris

P=(g1 g)= G _43)

10
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Anmirkning. Notera att en ortogonal egenvektormatris inte kan bildas (fér en ortogonal
matris Q giller att Q7 = Q~1):

(g1,82) =1(=3)+1-4=1+#0,

dvs. g1 och g ir inte ortogonala. Nédvindigt f6r en ortogonal matris ér att kolonnvektorerna
#r ortonormala (utéver vinkelrita alltsa &ven normerade). ]

Anmérkning. Med distinkta egenviirden kan man visa att egenvektorerna blir linjért obe-
roende. Da ér ocksa P inverterbar och det giller att

AP=(Ag, ... Ag,)= (M8 ... Agn)=PD =P 'AP =D,
och man séger att A ér diagonaliserbar. Egenvektorerna kan vara linjéirt oberoende éven om

egenviirden sammanfaller (algebraisk multiplicitet > 1) men det &r inte sikert. |

Den allméinna lésningen till det linjira systemet (8) fas nu via (4) som

5t (1 ot (=3
x(t) = cre (1> + cpe < 4 > ,

sa att systemet dr instabilt med ett positivt egenvirde. O
5 4 =2

¢ A=[4 5 2
-2 2 8

Vi har att A &r en reell symmetrisk matris. Man kan da visa att alla egenvérden &r reella
samt egenvektorerna kan viljas ortonormala. Alltsa kommer vi att kunna bilda en ortogonal
egenvektormatris sa smaningom. Men forst:

1) bestim egenviirden (16s karakteristiska ekvationen)

5-A 4 =2
det(A—-XI)=| 4 5-X 2 {utveckla efter rad 1}

-2 2 8-

- 5-1 2 4 2 4 5-2

:(‘)*M‘ 2 8—/\’74‘—2 8—)\‘+(72)'—2 2 ‘

=6B-N[BG-XNB-N) —4] —4[48 - ) —2(-2)]
—2[4-2 - (5-2)(-2)]
(5= A)[A% — 13X+ 36] — 4[36 — 4X] — 2[18 — 2)\]
=A%+ 1807 — 81,

sa att
)\3 = ()7

A) = -AA2 - 18\ +81) =0 =
P ( ) {/\1,2:9:&/81781:9.

11
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Vi har med andra ord reella egenvirden. Dessutom har ett av dem algebraisk multiplicitet
2, men eftersom A var reell och symmetrisk, ska fortfarande g; och gs kunna véljas linjirt
oberoende (t.0.m. ortonormala).

2) bestdm motsvarande egenvektorer (16s homogent linjéirt ekvationssystem)
A2 =9:

-4 4 =2
(A-Xp)lg=0<«<= | 4 —4 2

Q@
S
Il
SIS

-2 2 -1 g3 0
dér Gausselimination ger

1 00\ /-4 4 -2\ /(a1 1 0 0\ /0
1 10 4 -4 2 g | = 1 10 0] <
-1 01/ \-2 2 -1/ \gs -2 01/ \o

—4 4 -2 0 0

0 0 O g2 =1(0],

0 0 O g3 0

dvs. —4g1 + 4g2 — 2g3 = 0. Infor tva fria parametrar g» = s,93 = t,5,t € R, sd att g1 = 2L,

Alltsa dr

1 1
2
g=s|1]+t| O
0 1
———
ry ro

vilket motsvarar ett plan genom origo med riktningsvektorer ry och ro. Alla vektorer i planet
satisfierar (9) och dr egenvektorer till A. Kan godtyckligt viilja tva stycken. Sarskilt, via t.ex.
Gram-Schmidt-ortogonalisering, tva ortonormala sadana:

~1
a= (1] {s=1,t=0}, q@=/[0 {s=0,t=2},
2
dér
B
B B N2
S T PRV Y
0
-1\ 1 -3
o T B 1 |
Bew-(ga)an={0|+;|1]=|73],
2 0 2
n 1
1 N, -3 31\/5
gzimé:? % = NG
2 2v2
3
12
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motsvarande direkta — men kanske inte uppenbara — val av (s,t) = (\%0) for g; samt
(5.) = (55 2) for g

Anmiérkning. q; och gy dr ocksa giltiga egenvektorer. Gram-Schmidt-ortogonaliseringen ger
dock ortonormala sadana, som spénner upp samma rum, dvs. span{gi, g2} = span{qi,q2}
(man kan bilda endera vektorparet som en linjirkombination av det andra).

A3 =0:
5 4 =2\ /g 0
(A*)\;;I)g=0<:> 4 5 2 g3 | = 0fl,
-2 2 8 933 0
dér Gausselimination ger
100\ /5 4 -2\ [gu 100\ /0
-2 10|[4 5 2)|gn|=|-2 10|00 =
% 01 -2 2 8 g33 % 01 0
5 4 =2 931 0
0o 2 L g32 | =10
0 18 36 933 0
1 0 0\ (% 4 =2\ /gy 1 0 0\ /0
0 5 off{o 3 Bflem|={0 5 0][0] =
0 -2 1 0 % 3:_70 g33 0 -2 1 0
bl
54 =2\ /gy 0
01 2 g | =10],
00 0 933 0

dvs. att gso + 2¢33 = 0. Infor fri parameter gss = s € R sa att gog = —2s. Da blir, fran forsta

ekvationen, gi3 = £(8s + 2s) = 2s. Dérmed
2

gy =s|—2| = {vilj s = 1 for normerad egenvektor} = | —

1 1

3

colro
win

3) siitt upp egenviirdes- och egenvektormatris

Egenvirdesmatrisen ges av

9 0 0

D= diag()\l, /\2, /\3) = 09 0

000

medan den ortogonala egenvektormatrisen &r

1 1 2

V2 sz 8

1 1 2
(&1 & &)= V2 32 3

0 2v2 1

3 3

13
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Den allménna 15sningen till det linjédra systemet (8) fas till

1 _ 1
V2 3v2

1
x(t) = cre™ % + cpe™ 33
0 2/2

3

sa att systemet dr instabilt med tva positiva egenvérden.

i

ol
wih

14
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3 Dynamiskt system

3.1 Uppgift 5

Bestdm stationdra punkter och avgor deras stabilitet for foljande system.

¢) Vi har
X = X1+ X1 X3+ X1 X2, (12)
X§:7X1 + Xo — Xo X3+ X1 X0 X3, (13)
X5 =Xo+ X3 — Xj, (14)

eller X’ = F(X) pa vektorform. Stationira punkter ges av F(X) = O. For (12) identifieras
X{=X1+ X1 X3+ X1 X=X (1+ X5+ X3) =0,
R
om X; = 0. For (13) foljer
X)= X1+ Xo— XoX3 + X1 XoX3 = {X1 =0} = X — XoX3 = Xo (1 — X3) =0,
om Xy = 0 eller X5 = —1. Sist for (14)

5 X3=0 X1 =X9=0,
Xé:X2+X37Xf: 3 s om AXj 2 )
Xo+1=0, omX; =0,X3=1,

dvs. att vi far tva stationdra punkter: X; = (O 0 O)T samt Xo = (0 -1 1)T.

Vidare ges linjériseringen av F — och diirigenom av systemet — kring en stationir punkt X
SO

F(X) ~ F(X) +F (X)(X - X) = F'(X)(X — X),

——
=0
dar
e B 1+ X2+ X2 2X, X, 2X, X3
F(X)= |58 82 22| =] -14XX; 1-X3+X1Xs —Xo+X1X |,
g—;’i 37)12 g—;’; —2X, 1 1
sa att
1 00 3
FX)=|-110|, FX)=]|-20
0 11 0 11

De linjdriserade systemen #r X' = F/(X)(X — X) att losa for X — X. Hir ska emellertid
endast deras stabilitet avgoras (récker att bestdmma egenvektorer for motsvarande system-
och Jacobimatriser).

Vecka 1-2 R&knedvning

) X =0 0 07

Har att F/(X;) #r nedat triangulir sa att egenvirdena aterfinns pa huvuddiagonalen: \; =
A2 = A3 = 1 (algebraisk multiplicitet 3). Positiva egenvirden medfor instabilt system.

2) Xo=(0 -1 )7

Far karakteristiska ekvationen

3—-X2 0 0
det (F/(Xp) = AI)=| =2 —-A 1 {utveckla efter rad 1}
0 1 1-A

(34)‘? 1;‘:(34)@(%1)71)

=B-N(K-x-1)=0,

dvs. A\; = 3 samt Ay 3 = %i % +1= % Med tva positiva egenviirden blir m.a.o. systemet
instabilt. O

16
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4 Linjar algebra

4.1 Uppgift 5

Lat 'V wvara ett underrum till R™ av dimension n < m, som spinns upp av kolonnvektorerna

i matrisen Q € R™*™. Projektionsmatrisen P for ortogonal projektion pa V- ges av
P-Q(Q"Q) Q"

Visa att P = QQT om kolonnerna i Q dr ortonormala. Avancerat: Bevisa formeln for P.

Med ortonormala kolonnvektorer q; giiller att element ij i n x n-produkten QT Q #r

1, omi=yj,

{Q"Q},; = (aiq) = {

0, annars,
dvs. QTQ =T och det foljer att

P-Q(Q"Q)'Q"=Qr'Q" = QIQ" = Qq",
vilket skulle visas.

For att P ska vara en ortogonal projektion pa span{Q} maste

e P2=P {P ér idempotent}

o P =P {P ir symmetrisk}
Minns réknereglerna

(i) (AB)T = BTAT,
(i) (A71)7 = (A7),

Vi kontrollerar:

P2-Q(Q"Q) 'Q’Q(Q"Q) 'Q"=Q(Q"Q) 'Q" =P,
—

=I
PT-(Q(Q"Q) QN =a((@'@) ) @ Yq((@@") q”
Q'@ Q' =P,

dvs. att den givna formeln 6verensstimmer med definitionen (dr m.a.o. en ortogonal projek-
tion).

For att vidare (egentligen inte del av uppgiften) motivera definitionen kan vi préva

17
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e PQ=Q {P éndrar inte pa vektorer redan i span{Q}}

e (A-PA)TQ=0 {skillnadsvektorn &r ortogonal mot alla vektorer i span{Q}}

Vi kontrollerar ytterligare en gang:

PQ-Q(Q"Q) 'Q"Q=Qq,
=1

(A-PATQ=ATQ-ATPTQ=ATQ-ATPQ=ATQ-ATQ=0,

och kénner oss tillfreds med resultatet. O

4.2 Uppgift 14

Visa att om \ dr egenvérde till A sa dr \™' egenvirde till A=1.
Givet att A #r inverterbar forlinger vi (9) med A"'A~L:
A TATTAg = A TA g,
och forenklar ledvis
VL: A'ATIAg =2 g = A g,
HL: A 'A D g=A" A g=A11.g=A"lg,

sa att A~!'g = A~'g. Men detta iir ju pa formen (9), med A~! som egenviirde till A=, vilket
skulle visas. O
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