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Vecka 3 Réknedvning

1 Vektorvirda funktioner av flera reella variabler

1.1 Uppgift 2

Avgor om foljande funktioner dr Lipschitzkontinuerliga pa den dppna mingden {x : ||x|| < 1}
och bestim i forekommande fall Lipschitzkonstanten.

Minns att f : R — R™ &r Lipschitzkontinuerlig i R” om det finns en konstant L > 0 sa att
I£) —f(y)ll < Llx —yll,  ¥vx,y € R", 1

dér L kallas Lipschitzkonstanten [AMBS, ekv. 54.1]. Om f : R® — R #r en Lipschitzkontinu-
erlig funktion foljer ocksa fran medelvirdessatsen [AMBS, avs. 54.8]

[fx) = fNI= (V). x—y)|, Vx,y€eR", 2
dér x dr en punkt pa linjesegmentet mellan x och y.

Anmirkning. En funktion som ér k ganger differentierbar med kontinuerliga derivator kallas
for CF-funktion. Ovan tillhor f m.a.o. tminstone klassen C*(R™). u

b)  f:R*—R, f(x)=sin(|x]?)
Vihar of O (o2, 2 2 2
oL L (sin (5} o+ 02)) = 20 o),
och far samma sétt 6vriga partiella derivator. Gradienten blir dérfor
Vf(x) = 2cos(|x|*) (z1 22 w3) = 2cos(|x|*)x".
Nu fas fran (2) forst
1f(x) = F ()| = [(VF (%), % = )| = 2| cos([|%]*) X" (x — ¥)],

och via Cauchy-Schwarz olikhet

(a,b)| = [a"b| < [jal[|[b], VabeR",

sedan att

1£66) = £)] < 2N eos((1%I2)] %] x — ¥I| < 2lx — |
R

Alltsa ér f Lipschitzkontinuerlig med L = 2.
c) f:R?—R3 f(x)= (21 x2 sin(|x]?))

Vi skriver VL fran (1) som

1660~ £9)1 = ({1 —2)° + (o2 — 92)2 + (sin(x]?) — sin(ly)2)%) "

3
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dér det i forra uppgiften blev kint att
. . 2
(sin(lx[1?) = sin(ly )" < 2llx = y[)* = 4fx -y,
och eftersom (z1 — y1)? + (72 — y2)? = [|x — y||? foljer
> oy 1/2
I£60) — £)ll < (Ix = yI* + 4llx = y1I*) "~ = V5|x — yll,

sa att f #r Lipschitzkontinuerlig med L = /5. O

1.2 Uppgift 5

Bestim determinanten for Jacobimatrisen av funktionen.
b) f:R3 =R f(x) =21e" (cos(xs) sin(ws) 1)T

Jacobimatrisen dr

oh oh 0h

Jz1 Jwy  Owy cos(xg) x1cos(xz) —xpsin(as)
J(x) = g—ﬁ % g—{i =e" | sin(z3) wysin(zz) @1 cos(xz)
Ofs  Ofs Ofs 1 Ty 0

Oxy  OJxz  Odxz

For A € R™ med kolonnvektorer a; samt o € R minns foljande rikneregler (tva av flera) for
determinanter:

(i) det (ca; az ... ag)=adet(A),

(ii) om tva kolonner (eller rader) ér lika dr det(A) = 0.

Nu fas den sokta determinanten

® cos(z3) w1 cos(zz) —wsin(zz)
det(J(x)) 2 B2 sin(xg) @1sin(zs) 21 cos(zg)
1 x 0
) cos(zs) cos(zz) —mpsin(zs)
9 21632 [sin(x3) sin(xz) a1 cos(xsz)
1 0

—

eftersom kolonn 1 och 2 ir lika. O

1.3 Uppgift 6

Bestim Taylorpolynomet av andra ordningen i punkten x = (0, 0, 0) = ol for funktionen.
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Taylorpolynomet P»(x) ges av [AMBS, avs. 54.14]

Py(x) = f(%) + (VF(x),x = %) + 5(x = %) TH(X)(x — %), ®3)

LT TR Y,
0x? dx10x3  Ox10T3

B T T,
H(x) = Oz2011 0x2 Oz20x3 | °
?f f 9%f

w301 w3033 D3

#ir Hessianmatrisen (innehaller samtliga partiella derivator av andra ordningen fér en funktion
f:R" > R).
2

d) fRP =R, f(x)=e " 39 = eI

Fran (3) beriiknas i ordning

FE = =1,
Vix) =2 (@) @y @) = VER)=(0 0 0)=0",
) wf — % T1To T1x3 -2 0 0
H(x) = eI Timy 23—1 mwy | = HE=[0 -2 0
xr1xr3 T2X3 ﬁé — % 0 0 -2

Anmérkning. Notera att derivationsordningen normalt inte har nagon betydelse, dvs. att
de blandade partiella derivatorna #r lika, sa att

2?f - o*f
(91,‘,81‘]' - 6Ijax,j'

Alltsa ér Hessianen symmetrisk (hir t.o.m. diagonal: H(X) = —2I). n

Aterstar endast insédttning
Py(x) =1+ (0,x) + ixT(—2D)x = 1 — ||x|]%,

och vi ér klara. O
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2 Nivakurvor, -ytor och gradienten

2.1 Uppgift 1

Rita ytorna i R3. Bestdm tangentplan till ytorna i olika punkter.
a) I'={x:2?+2%=ua3}

I MATLAB kan vi skriva

% Genererar mesh:
[x1,x2] = meshgrid(0:1le-1:1);

% Evaluerar funktionen i varje meshpunkt:
x3 = x1.72 + x2.72;

% Plottar ytan:
surf (x1,x2,x3)

vilket ger foljande yta 6ver enhetskvadraten

Figur 1: Funktionsytan zg = zf + z%

Tangentplanet f(x) till en yta f(x) i en punkt X ges av

) = F(3) + (VF (%), x = ), @)
dvs. samma approximation som i (3) bortsett den kvadratiska termen. For t.ex. x = (1/2, 1/2)
fas
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% Genererar mesh:
[x1,x2] = meshgrid(0:1le-1:1);

% Evaluerar funktionen i varje meshpunkt:
x3 = x1.72 + x2.72;
f_tilde = x1 + x2 -.5;

% Plottar ytan:
surf (x1,x2,x3)

hold on

surf (x1,x2,f_tilde)

och

Figur 2: Tangentplanet f'(zl,:cg) =x1 + a3 — % till 3 i x = (1/2, 1/2)

2.2 Uppgift 2

Finn parametriseringar av kurvorna som skdr ytorna fran forra uppgiften lings med planet
r3 = 1.

a) a3 =a?+a}
Med den givna skérningen fas nivakurvan

2 2
r3 =]+ =1,
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vilket betyder att ytan och planet korsas i en cirkel med centrum i origo samt radien r = 1. Vi
representerar kurvan pa parameterform: Med en frihetsgrad — parametern ¢t € R — aterges
kurvan och dess orientering. Vi far en funktion x : R — R?

{11 = rcos(t) = cos(t),

. . 0<t<2m,
z9 = rsin(t) = sin(t),

eller
x(t) = (Cos(t)) . 0<t<om

sin(t)

Med ¢ vixande fran 0 till 27 fas att kurvan genomléps moturs.

Anmérkning. Notera parameterframstéllningen inte &r unik. Exempelvis dr

x(t) = (cos(?ﬂt))} 0<t<l,

sin(27t)

identisk med ovan. |

2.3 Uppgift 4

Berdikna gradienterna av foljande funktioner f : R® — R.
o) f(x)=x|? = af +2f + a3
Vi far
Vf(x)=(2x1 2xp 2a3)= axT'.

A fx) =g = (@ + a3+

Den partiella derivatan m.a.p. x; ar

af 1/,.2 2 2\—3/2 1
Th:_i(wl+x2+m3) /'2$1=—W9€17

och pa liknande vis bestdms 6vriga partiellla derivator. Alltsa blir gradienten

V16 = T () = S
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2.4 Uppgift 7

Bestdm tangent och normalvektor till ellipsen Lf + 31:% =10 ¢ punkten x = (1, \/g)

Vi diskuterar forst kort gradientens geometriska betydelse. Lat dérfor f : R? — R vara en
C'-funktion med nivakurva
f(z1,22) = C,

och antag vidare att samma nivakurva har en parameterframstéllning

T (t)
x(t) = .
® (M(ﬂ)
Nu ér f(x(t)) = C och f{(x(t)) = 0 for alla t pa parameterintervallet. Derivatan m.a.p. ¢ kan

#ven skrivas (anviind kedjeregeln)

df _ 0f dny | Of du

At~ Oz, dt | Ozs dt (VF(x), X (1) =0,

som séger att gradienten &r ortogonal mot nivakurvans tangent (och om V f(x) L x'(¢) blir
V f(x) ocksa en normalvektor till nivakurvan).

Nu till uppgiften: Kontrollera forst att x ligger pa kurvan genom inséttning
f(®) =12 +3(v3)% = 10,

vilket var fallet. Sedan, med ellipsen som nivakurva till f(x) = 2% + 323, blir normalvektorn
n lika med gradienten i punkten X:

Vf(x)=(2z1 6xz2) = n=Vf(%)=(2 6V3).

Anméirkning. Man kan visa att gradienten pekar i den riktning funktionen f vixer snabbast
med maximal tillvéixt |V f]|. (Tips: Anviind Cauchy-Schwarz olikhet i formeln for riktnings-
derivatan: fl, = (Vf,v) — kom ihag att v &r normerad riktning.) n

Eftersom normalen, eller som vi sag gradienten, #r ortogonal mot tangenten ges dess ekvation
i punkten X av
(n,x - %) = (Vf(X),x — %) = 2(z; — 1) + 6V3(zg — V3) =0,

eller forkortat
1 4 3V3z2 = 10.




