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Vecka 4 Réknedvning

1 Optimering

1.1 Uppgift 1

Hitta mazimum och minimum for ytan f(x1,32) = 2% + 223 — x1 pd enhetsskivan Q =
{(m],mz) ca? a2 < 1}.

Existensen av ett storsta resp. minsta viirde dr garanterad, eftersom € dr kompakt (dvs. slutet
och begrénsat) samt f dr Lipschitzkontinuerlig.

Maxima och minima kan finnas i eller pa:

o (inre) stationéira punkter X (sadana dér V f(x) = 0),

e randen (betecknas ofta 0).
Punkter dér f inte &r differentierbar, om sadana alls finns, maste dértill undersokas separat.
Stationdra punkter

Har partiella derivator

of - - 1 Of - _
Tﬁ(x):?wlflzf)ﬁxlzi, a—zz(x):4z2:0:>z2:0,
och dirmed en inre stationér punkt % = (3,0). Har &r f(x) = (%)2 +2.02-1=-1

Randen
Randkurvan ges av 22 + 23 = 1 (enhetscirkel). Den har en parametrisering

cos(t)
= <t<
x(t) (sin(t)) , 0<t<2nm,
sa att restriktionen av f till randen blir
flaq = cos®(t) + 2sin®(t) — cos(t) = cos?(t) + sin?(t) +sin(t) — cos(t)
~——————
=1
=1+ sin?(t) — cos(t) = f(t).
Eftersom randen “hénger ihop i ett stycke” (dvs. saknar hérn) behover vi endast kontrollera
for stationdra punkter:
F/(®) = 2sin(?) cos(f) +sin(f) = 0 = sin(f)(2cos(f) + 1) = 0,

ger

i =0,

t3 =2,
: 2cos(f) +1=0 = cos(f) = 3 = {,’ S
2=T, 3 -

sin(f) =0 = {
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Funktionsvirdena i de fyra nya kandidaterna ér

£(0) =1 +sin?(0) — cos(0) = 1 402 =1 =0,

f(ﬂ') =1 +§1n2(71') —cos(m) =1 +0%— (-1) =2,

- =\ 2

F(3) = 1+sin? (3) —eos (%) =1+ () - (H) =%
- 2

() = 1+sin? (%) —cos () = 1+ (52) - () =4,

och det foljer att

fmin = %1, for T = (%,0).
,  forty = (’71,73) samt ty <= (—717—7\/3)

)

fmax =

1.2 Uppgift 4

Sok mazimum och minimum till funktionerna.
a)  flrn,ae) =1 +af+a3)7h,  (21,22) €R?

Uppgiften kan 16sas utan berékningar: Eftersom 1% + 13 > 0 inses att fiax = 11 origo, och
minsta virde saknas, ty R? r inte nagon kompakt miingd (déremot existerar grinsvirdet
=0, |x[| = o).

b)  f(z1,22) = x1m2, 3+ 23 <1 (enhetsskivan)
Stationdra punkter
or
33’:1

dvs. att det finns en inre stationédr punkt i origo dir f(x) = 0.

of

s (f() =z =0,

() =32=0,
Randen

Randkurvan ges av 7 + 3 = 1 (enhetscirkeln) med en parametrisering

x(t) = (Cos(t>) , 0<t<om

sin(t)
sa att restriktionen av f till randen dr
flaa = cos(t) sin(t) = f(t).
Det réicker aterigen att kontrollera for stationdra punkter:

F/(#) = —sin(#) sin(Z) + cos() cos(f) = cos?(f) — sin?(f) = 0,
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2
med sin?(f) = cos?(f) = (%) =1 for

h=2% bh=3 =2 =17
Funktionsviirdena i de fyra nya kandidaterna &r
J3) =cos(4)sin(3) = g = b TCF) = con () sin () = A5 = 7
F() = cos () sin () = ok =4, F(%) = cos () sn (%) = b = 3

och vi far saledes
A *717 for 1y <= (;2,—) samt 1, <= (—2,%),

2
foax =3, ford = (d5dy) samt by = (54, 54)-

1.3 Uppgift 10

Bestdm huruvida de stationdra punkterna dr maxima eller minima.
r — 2 "2 2 e 4 . 1

a)  flz1,m2,23) =23+ 23+ 23 — 21 — 22 + 33+

Stationdra punkter

De partiella derivatorna ges av

af _ -
871(x):2m171:0:>$1:%,
of _ _ _
a—m(x):2xr1:o:sa:2:§,
[7)
—f(i):2i'3+1:0:>it3:’71,

O3
och vi har en stationdr punkt % = (3,3, 3).
Karaktér av stationar punkt
Anmirkning. Karaktéiren av en stationér punkt X bestéims av Hessianmatrisen H(x) till f.
De tre vanliga fallen som uppstar ér:
e H(%) positivt definit: v'H(X)v > 0,Vv # o (motsvaras av att H(X) har strikt positiva
egenvérden). I sa fall har f lokalt minimum i x,

e H(x) negativt definit: v/ H(X)v < 0, Vv # o (motsvaras av att H(x) har strikt negativa
egenvirden). Hér har f lokalt mazimum i X,
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e H(x) indefinit (motsvaras av savél positiva som negativa egenvérden). Om H dessutom
#r kontinuerlig, samt det(H(x)) # 0, har f sadelpunkt i X.
Ovanstaende kan motiveras av andra ordningens Taylorutveckling av f kring x:
Pa(x) = f(%) + (V(%),x — %) + 3(x — %) TH(X) (x — %),

ty med X som stationir punkt &r (Vf(X),x —x) = 0 och P, dkar eller minskar beroende pa
den kvadratiska termen nir vi ror oss fran x. |

Med Vf(x) = (2a1 — 1 2w3—1 23+ 1) blir Hessianmatrisen

200
H(x) = =(0 2 0] =21=H(),
00 2

som vi nu behover 16sa egenviirdesproblemet fér. Men med H(X) diagonal star egenvéirdena i
huvuddiagonalen — alltsa &r Ay 23 =2 > 0, sa X maste vara lokalt minimum till f.

¢)  f(z1,22,23) = cos(z1) + cos(xz) + cos(z3)
Stationdra punkter

De partiella derivatorna ges av

i
%(i) = —sin(T2) =0 = {;z; i :’
57{(2) = —sin(z3) =0 = {;: i :,,

sa att vi far atta stationira punkter (bortsett fran periodiska upprepningar):
X = (0,0,0)7 Xy = (0307 ), X3= (077ﬂ0)~, X4 = (Oaﬂvﬂ):
x5 = (m,0,0), %= (m0,7), X7=(m,m0), Xs= (7,77
Karaktér av stationdra punkter

Med Vf(x) = (—sin(z1) —sin(zz) —sin(x3)) blir Hessianmatrisen

—cos(z1) 0 0
H(x) = 0 — cos(z2) 0
0 0 —cos(z3)
6
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De atta Hessianmatriserna blir m.a.o. diagonala, kontinuerliga samt icke-singulira (determi-
nanterna #r nollskilda), med (diagonalelement) = (egenviirde) = +1 for samtliga stationira
punkter.

For x; ér H= —Isaatt A\; 23 = —1 och f har lokalt maximum, for X, ar istéllet H = I sa att
A1,2,3 = 1 och f har lokalt minimum. Fér vriga stationéra punkter giller att egenvirdena &r
blandade (bada positiva och negativa). Alltsa har vi i dessa sex sadelpunkter. O
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2 Divergens, rotation och Laplacian

2.1 Uppgift 1

Lit F = (Fy F, Fs) = (521 —3x1z2+23 sin(zy)cos(z1) + 21 sin(x1)e™%2) med X =
(1,2,3). Berdkna uttrycken.
a) V.-F=div(F)

Nablaoperatorn V = (0%] 0%2 0%3) kan réknas med som en vanlig vektor:

2231 IF, 0F;3

VR (o o oh) (FB B)=gilegre g

Z
=(5-322) +0+0=5— 3w,
V-F(x)=5-3-2=—1

2.2 Uppgift 2

Visa att (V x V)u = o fér en godtycklig skalir funktion u. Jamfor med V x (V x u).

Vektor- eller kryssprodukten v x w ger en vektor som bl.a. har egenskaperna:

o [[lvxwl = [[v]wl]sin(®),

e v X w ortogonal mot bade v och w.

Det medfor att V x V = o (parallella vektorer med 6 = 0). Dérfor dr det troligt att dven
(V x V)u = o. Vi kontrollerar genom berikning i t.ex. R:

e e e3 9 i) Ié] 9
9 a el Dzoa  Oxz Dx1  Oxz D1 Oxo
VxV=\gr a5 am| =€ |8 5| -es|% 5| tes| %
Il 9 dzry  Ox3 dzx1 Ox3 dxry  Odxg

dx1 Dwz  Oxs

(1 00:0-(0 1 0)-0+(0 0 1)-0=

I
o
|
=]

med utveckling efter rad 1 (underdeterminanterna blir 0 eftersom raderna ér lika). Det an-
vinda rikneschemat ér ett bra stéd for minnet dédr man slipper komma ihag langa formler.

Vi har nu motiverat pastaendet i R3. Att sedan V x (V x u) = o ir inte troligt — vektorerna
V och V x u ér ju ortogonala. O
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2.3 Uppgift 3

Visa sambanden for limpliga funktioner u,v.
a)  V(w) = (Vu)v + u(Vv)

Lat u,v : R™ — R. Ett godtyckligt element i gradienten blir (anvéind produktregeln)

och det foljer att

V(uv) = (%z)%—u% ER n?H—uaT")
_ (Ou du v v
= (Tlv @wuv) + (“d;l m")
_ [ Ou du v v
- (Tl Bz">v+u(311 dzn)
= (Vu)v +u(Vv)

eftersom vektorer adderas elementvis och multiplikation med skalir giéller samtliga element.
d) V-(uxv)=v-(Vxu)—u-(Vxv)

Lat u,v: R? — R3 (AMBS berér inte hogre dimension #n R?). Direkta berikningar ger forst
kryssprodukterna

€y e e3

Uy U Uy U Uy
uXv=|u Uz U3l =e 2 3 ey |t 3-‘,—e- ! 2
vy U3 v1 U3 vy U2
U1 v2 U3
= (ugv3 —ugvy ugV] —UIV3 ULV — UV ) ,
€ € €3 0 o o 0 2 2
Vxu= % ()% d% =€ Ory  Oz3| _ ey dxr, Ozs +es dry  Oxa
‘1 *2 £3 U U3 Uy uz Uy U2
up  u2 U3
— (Qus _ Quz Ow _ Juz Qup _ 0wy
= \ Oz drz  Oz3 Ory Oy dza ) ?
_(0vs _ dve v _ dvs vy _ Oup
Vxv= (812 Br3 Oxz 0w Om dza )
och sedan VL
19} 19} 0
V- (uxv)=— (ugv3 — ugva) + — (uzvi — u1v3) + =—— (u1v2 — uvy)
oz Oxy Oxs
2 0 + Ovs  Oug Ova
= U3 U — 7 — V2 — U3+
0. 0. diL‘l 0 1
n n vy Oduy )3
U1 U37— — 77— U3 — U
Oxo o 010 0
67J,1 6'[}2 6712 6’01
+ v2 + Uy S V1 25
613 dx 613 013
9
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vilket — efter omkastning/samling av termer — identifieras som

V-(uxv)=un <%7%)+L <%*%>+L‘ (%7%>

sz 8:63 613 6$1
=v-(Vxu)
o vy Ovg u vy B % % B [)L
312 0]?3 2 8]?3 (?11 (?11 31‘2
=—u-(Vxv)

=v-(Vxu)—u-(Vxv),

vilket visar pastaendet i R3. O

2.4 Uppgift 10

Visa att u: R® — R, u(x) = c1||x|| ™ + c2, med c1,co konstanter, dr en losning till Laplace
ekvation Au(x) =0 for x # o.

Notera att u inte definierad for x = o som dérfor maste uteldmnas. Laplaceoperatorn A i
rummet ar

a 1) a 2] 2] 82 82 82
A=V.V= (7 Dza 7)(7 Free %):7:"!‘7:4’-7.
dry Oz Oz3 dry  Oxy Oxs an aTé 87‘%
Pastaendet visas annars genom inséttning:

A o 9 9 (callx~ + ca) a3 i o e
u = C C: =cC
02 oz T aaz) VTN a2 013 or3 )’

dér den forsta termen i HL blir

0?|x||~! 9 a —3
%:m<(h (ll-'rlz-'rxg ) S (af + 23 +a3) 3/2211)
9 2, 2
= om (zl (af + 23 +43)” ) {produktregeln}
- ((x%+z§ +x§) Sy (F) (e + 23 +23)” 5/2 2z1)

_3f 11 <311 )
P TP Tl il

och med samma berikningar f6ljer de bada andra

Pt 1 (3xsfl> ] (&r%,l)
e M EAN ™ ER A M AN E

Aterstar endast att summera:

1 3 (.Lf + a3+ .L%)
U=c— | ——%5—= -3 (3-3)=0
(=1 ( [I1? e H‘ '
eftersom x? + 22 + a2 = ||x||2. Alltsa har vi visat att u lser Laplace ekvation. O

10



Vecka 4 Réknedvning

3 Kurvintegraler

3.1 Uppgift 1

Bestdm kurvans ldngd.
. T
¢) s(t)=(t—sin(t) 1-cos(t))”, 0<t<2rm

Lingden av en kurva I' ges av

1) = [ as ./abus’mudt,

dér ds dr lingden av ett kurvelement (ett s.k. bagelement), medan s(t) dr en parametrisering
av kurvan pa intervallet a < t < b. Hér fas

- ('3)
1/2

8@ = ((1 = cos(t))? + sinQ(t))V2 = (1 — 2cos(t) + cos’(t) +sin() ) /
—_—————

=1
— (2~ 2co8(t)) 2 = feos(t) = 1 — 2sin? (1)} = (4sin® (£)) " = 2 |sin (£
= (2—2cos(t)) /" = {cos(t) =1 —2sin® (§) } = (4sin® (§) 72‘51n(2)|,
med absolutbelopp av sinus (kommer sig av att lingden &r positiv). Kurvans lingd blir saledes

2
0

o i 2
/0 2‘s1n(%)|dt:2/ sin (4) dt = 2 [~2cos ()]2" = —4(~1—1) = 8.

11



