ALA-c 2006

RAKNEOVNING — VECKA 5

David Heintz, 11 februari 2006



Vecka 5 Raknedvning

Innehall

1 Kapitel 63 3
1.1 Uppgift 2 . . . o 3
1.2 Uppgift 6 . . . . . o 3
1.3 Uppgift 15 . . . . . o e 5

2 Kapitel 64 7
2.1 Uppgift 1 . . . e 7
2.2 Uppgift 2 . . . . e 7
2.3 Uppgift 3 . . . e 8
2.4 Uppgift 4 . . . . e 9
2.5 Uppgift 5 . . . . e e 10
2.6 Uppgift 8 . . . . o e 11

ii



Vecka 5 Raknedvning

1 Kurvintegraler

1.1 Uppgift 2

Lat T wvara den cirkulira helizen s(t) = (cos(t) sin(t) t)T med t € [0,2m). Berdkna kurvin-

tegmlema/uds.
r
c) u(x)==x1w273

Kurvintegralen av u 6ver I' defineras av [AMBS, avs. 63.3]:

Juwas= [utoaseo = [ w0t

Med den givna parametriseringen ir
u(s(t)) = cos(t) sin(t)t,
s/(t) = (—sin(t) cos(t) 1)7,
I/l = ( (= sin)? + cos’ (1) +1)

=1

1/2

— V3,

och efter inséttning far vi
2w 27
/ uds = \@/ cos(t) sin(t)t dt NG (B sin2(t)t} zw - %/ sin®(t) dt)
r 0 0

2m
= {sin®(t) = $(1 —cos(2t))} =0 — 235/0 (1 —cos(2t)) dt

_ 1 1 2r _ T
—Tﬁ[t—§sm(2t)]0 = ——F.

S

Notera att sinusfunktionerna alla var 0 for ¢t = 0, t = 27. O

1.2 Uppgift 6

En partikel ror sig moturs runt kvadraten 0 < x1,x9 < 1, 3 = 0, under inverkan av kraftfiltet
f(x) = ((z1 — 22)* 2xy + 2 xl)T. Berdikna arbetet som utrdttas.

Arbetet ges av linjeintegralen [AMBS, avs. 63.5]:

/Ff s = /abf(s(t)) (1) dt.

I vart fall bor emellertid randen delas in i fyra stycken for att méjliggora enkel parametrisering
(linjeintegralen blir saledes summan av delintegralerna 6ver resp. randstycke):

4 b;
/Ff-ds:;/% £(s:(1)) - s)(¢) .

3
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Figur 1: Indelning av randen i fyra stycken

En mojlig parametrisering &r

¢ 1
sity=[0], 0<t<1, s@)=[t], o<t<1,
0 0
1—t 0
ss()=| 1 |, 0<t<1, s(t)=[1-¢t], 0<t<1,
0 0

dér vi tdnker oss kurvan genomlépt moturs med start i punkten (0, 0). De fyra delintegralerna
blir:

Fli
t2 1
f(s1(t)) = [t*]|, ds;=s|(t)dt=|0]dt,
t 0
! 1
/ f) - ds _/ £ dt = [3t°], = 3,
I'y 0
FQ:
(1 —1t)? 0
f(so(t))=| 2t+1 |, dsy=sh(t)dt=[1]dt,
1 0

1
/f2-d52:/(2t—|—1)dt:[t2—|—t]é:2,
Iy 0
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I's:
t2 -1
fss(t)=[2+(1—-t)? ], dsg=s5(t)dt=[ 0 |dt,
1—t 0
! 1
/ f3 - dss = —/ ?dt = - [3%], = -1,
I's 0
Ty:
(1—1t)? 0
f(s4(t)) = |2(1—1t) ]|, dsy=sj(t)dt=|—-1]dt,
0 0

1
/ f4-d54:—2/ (1—t)dt:—2[t—%t2]é:_1_
Iy 0

Avslutningsvis summerar vi delresultaten:

4
/f-ds—Z/ fi-ds;=4+2-3-1=1
r i=1 /T

1.3 Uppgift 15

Visa att om den plana kurvan i polira koordinater representeras av s(0) = (p(0),0), med
radien p som funktion av vinkeln 6, dir a < 6 < b, sd dr ds®> = p>d#? + dp?, och kurvans

langd blir
b 1/2
L(F):/ (p2+(p/)2)/ do.

Bestdam lingden av kardioiden p =1 — cos(6) med 0 < 6 < 27.

I "vanliga” kartesiska koordinater (rektangulira) ges lingden av en kurva I' som
L) = [ 1@l at
r
dér s(t) ar en parametrisering av I'.

En kurva som beskrivs i poldra koordinater blir

s(é)):[’;‘g’sgg”, a<0<b,

eller, med p = p(6), istéllet
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Bagelementet ds uttryckt i poliara koordinater fas darfor genom

@) [ #/(6) cos(8) — p(68) sin(6)
#(6)sin(0) + p(9) cos(6) |
19O = ((70)cos(®) — p(0)sin(6))* + (/(8) sin(®) + p(0) cos(0)?)
= ((¢(0))* [cos*(0) + sin®(0)] + p2(0) [cos®(0) + sin2(0)])"/*
(0))* + p2<0 )12,
|

ds = ||s

och det framgar att kurvans lingd maste vara

b
/ ((9(0))2 + p?(6))"/2d.

Léngden av kardioiden &r en gammal bekant (jamfor med uppgift 63.1c fran férra Gvningen).
Vi har att
p(0) =1 —cos(h), p2(0) =1 — 2cos(8) + cos?(8),

J(0) =sin(6),  (§(6))* = sin(0),
och det foljer

27r

/ b((p'(e))2 + p2(0))2dp sin2(0) + 1 — 2cos() + cos?(0))"/* do

2
(2 —2cos(0 )1/2 e,

J,
J,

dir cos() = 1 — 2sin? (§). Alltsa

27 27 0 1/2 27 0
/ (2 —2cos(0)Y? do = / 4sin? | = do :/ 2sin (= || d6
0 0 2 0 2
2m 4] 0 2m
= 2/ sin <> do =2 [—2 Ccos <)] =—4(-1-1) =8,
0 2 2/ 1,

vilket &r samma resultat som forut (det var ju bra).
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2 Kapitel 64

2.1 Uppgift 1

Berdikna integralerna med Q = [0,1] x [0,1] (enhetskvadraten).

(a) Jo(z1 +22) do

Genom upprepad integration fas

1l 111 1
/(1:1 +x9)dr = / (x1 + x2) dridry = / [295% + IE15(32:| dxo
Q 0 0 0 0
L

1 1,1t 1
[ (5) don= o 53] =320

Notera att integrationsordningen hér inte spelar nagon roll. Det beror pa att €2 kan beskrivas
utan att nagon variabel beror av en annan i Gvre eller undre grians. Ibland kan valet av
integrationsordning styras genom att aterge ) pa olika — men ekvivalenta — sdtt. Man
hoppas dérigenom underlidtta kommande berdkningar. Jimfor med nédsta uppgift.

2.2 Uppgift 2

Berdkna integralerna med Q@ = {(x1,x2) : 0 <z < a9 < 1}.

(a) fQ % dx

For att ta reda pa hur integrationsomradet ser ut, underléttar det manga ganger att rita de
begrinsande linjerna, och se efter vilket omrade som innesluts. Hér har vi t.ex. tre sadana
linjer, ndmligen 1 = 0, 9 = x1 samt 2o = 1. I Figur 2.2 och framat — atminstone nér det
"behovs” — &r de begrinsande linjerna streckade, medan det resulterande integrationsomradet
far heldragna rander. Tydligen dr € triangeln med horn i punkterna (0,0), (1,1) och (0,1).

Vi viljer att borja integrera m.a.p. 21 (later ddrmed z1 bero av xy i dvre grins):

Lo ri1 ,)™ 1 11,10 1
/ / n dridry = / [x%] dxe = / —xy dre = = [x%] =-.
0 0 X9 0 2l’2 0 0 2 212 0 4

Vi hade istéllet kunnat inleda integrationen m.a.p. xo. Da hade integralen att 16sa blivit

1 1 21
— dCEQd.Tl,
0 Jz T2

vilket emellertid inneburit betydligt krangligare berikningar (proval). Ofta gér man bést i
att borja integrera det som "ser ldttast ut” (hir verkar t.ex. den primitiva funktionen till 1
vara enklare dn den for xg).
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Figur 2: Ett triangulért integrationsomrade
2.3 Uppgift 3

Andra integrationsordning i integralerna.

(a) f11/2 foliml f(w1,22) dxodry

Vi ser att zo &r given att bero av x1 i 6vre grins — med andra ord maste integrationen inledas
m.a.p. Ta.

Integrationsomradet §2 &r triangeln med hérn i punkterna (%, 0) ,(1,0) och (%, %) enlig Figur
2.3.

081 q

0.6 —

04r b

02} ¥, =172

Figur 3: Ytterligare ett trianguldrt integrationsomrade

Vi stéller oss fragan huruvida Q kan beskrivas annorlunda, for att dérigenom mojliggora ett
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byte av integrationsordning (om integrationen ska inledas m.a.p. x; istéllet far inte xo bero
av r1 1 nagon gréins). Sa dr faktiskt fallet — samma omrade ges ndmligen av

{

vilket inses genom att fixera xo:s Ovre grians. Den “nya” integralen, med dndrad integrations-

ordning, blir
1/2 pl—azo
/ / f(l’l, 1’2) d.fEld.TQ.
0 1/2

Ett forsok om man kor fast i sina berédkningar, och har eldndiga integrander att tampas med,
ar att byta integrationsordning, vilket kan visa sig ge betydligt ldttare primitiva funktioner.

I

xI9 ’

1—x9
1
2

IAINA
IAIA

O =

2.4 Uppgift 4

Berdkna integralerna.

(b) [q@izy da, Q={zeR*:27+23 <1, 0< x5}

Ofta &r forsta hindret att ta reda pa hur integrationsomradet ser ut. Hér dr det halvan av
enhetsskivan med positiv xs-koordinat.

121 q

X

[FaN

+X

N

=1

0.6 —

0.2 —

Figur 4: Halva enhetsskivan

Variabelsubstitution gors for det mesta med avsikten att forenkla ett knepigt integrationsom-
rade. Ibland ser man snabbt vilken substitution som &r limplig, exempelvis vid "cirkuléra”
omraden, da det passar bra att 6verga i poldra koordinater, vilket vi ocksa gor

{xl:rc,os(e), 0<r<1, 0<6<n.
x9 = rsin(f)
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Bytet 6verfor berdkningarna fran Q; i x1xo-planet till det rektangulira €5 i r6-planet.

Hér maste vi, precis som i "vanliga” integraler i en dimension, halla ordning pa areaskal-
ningen i avbildningen. Det tidigare lokala areaelementet dzidxo ska ju bli till ett nytt drdf.

Forhallandet dem emellan ar
d(xl,xg)
det | ——==
‘ < d(r,0) )
d(z1,x2)

dér determinanten kallas funktionaldeterminant. Matrisen R COR ar Jacobianen for avbild-
ningen och bestams till

W = [ ij’((z)) ;Z:Eéa)) ] — }det <m)’ — r (cos?(6) + sin?(6)) = r.

Vi har med andra ord att dz1dzy = rdrdf. Integralen att berdkna blir slutligen

/w%xgd:c = //r cos?(#)r sin( rdrd@—/ r dr/ cos?(#) sin(0) db
Q

1 4 1 1 12 2

= |- —~cos?@)] =(=-0 1-1))=2.2=2,

[JHBCOS“}O LIS >) R

dridxg = drdb,

2.5 Uppgift 5

Finn volymen under grafen for funktionerna.

(b) f(z) = 22 m1772, 0<uz <1, 0<mp <2

Nettovolymen mellan funktionsgrafen och zjzs-planet ges av

V= / f(x) dx
Q
Déarav foljer

1
/ / :L' e T2 dyodxy = / 3: e M [—6_$2]§ dr1 = (1 — 6_2)/ ;v%e_“ dxq,
~— 0

— —_—
=1—e2 =7

och vi fortsétter genom att bestdmma I via upprepad partiell integration

1
I = [m%e‘xl]éJrQ/ x1e "t dxy
~——— 0

——e—1

1
= —e 142 [—xle_ml]é-l-/ e " dx
— 0

=—e
= e ly2[-e ] =251,
———

=1-e1

10
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for att slutligen bilda nettovolymen som produkten

V=>1-e?)I=1-e?)(2-5").

2.6 Uppgift 8

Berdkna

T+ T2
/ — et g
Q

Ty

ddTQZ{ZL‘ERQ:ZE2§$1§2—ZE2,0§$2§1}.

Vi utnyttjar den foreslagna substitutionen

Y

{ Y1 =21 + X2

_ x
Y2 =

vilket avbildar det trianguléra integrationsomradet i xjzo-planet till ett rektangulért dito i
y1y2-planet. Hiar motsvaras linjestycket yo = 0 1 y1yo-planet av x9 = 0 i xjz9-planet (prova

14 T T T T T 14

12 4 121

1t g 1+

08 g 08l

06 X=X X=27% B 06

04 4 04l ¥ =0 v, =

02f B 02k

of 1 of

o=
-02f 4 -02f

Figur 5: Q1 i x1x9-planet Figur 6: Q9 i y1y2-planet

genom inséttning), y; = 2 motsvaras pa samma sétt av x9 = 2 — 1, medan yo = 1 kommer
sig av g = 1. Omradet sluts sedan av linjestycket y; = 0 (ty z1,22 > 0 sa att y; > 0). En
variabelsubstitution medfor en areaskalning som bestams via

d 11 d 1
(y1,y2) _ ( e 1 ) — det (d(yhyQ)) :7+3%: 901-1-29627

d<$17$2) z?  T1 (.%'1,1'2) T ) )
eftersom )
det (d(:rl,:ng)) = 1 __ " )
d(y1,y2) det (M) T1 + T2
d(z1,x2)
2
da det(A™1) = detl( 7y (forutsatt att A dr inverterbar). Den beriknade skalningsfaktorn xlajrlm

ska dessutom tas i1 absolutbelopp. Hursomhelst innebér den att integranden forenklas, i det

11
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att kvoterna tar ut varandra, sa vad som till slut aterstar &ar

1 2 2
/ nTe —i—2x2 et gy = / / et dyrdys = / et dy; = [eyl]g —e? 1.
Q I 0o Jo 0
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