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Vecka 6 Raknedvning

1 Kapitel 64

1.1 Variabelsubstitution

Forst en anmérkning betriffande variabelsubstitution. Det &r nagot vi gor for att forenkla
vart problem. Avsikten &r att fa ldttare integraler att losa (integranden och/eller integra-
tionsomradet forenklas).

Om vi ska bestdmma integralen

/f@ym Q C R?,
Q

och tror oss dra nytta av en variabelsubstitution, lat oss siga z = ¢(y), bestdms den nya
integranden till f(g(y)) genom insittning. Bytet medfor ocksa att det gamla omradet ©

overgar i ett nytt Q. Vi maste darfor ta reda pa savil integrationsgrianser som hur stort det
lokala areaelementet blir. Det senare fas av

dx
det | — || d
¢ <dy>’ .

sa att den ursprungliga integralen Gvergar i
dz
det (| — || dy,
’ <dy>‘ ’

/Q f(z) do = /Q e

dér 2—”” ar Jacobimatrisen for avbildningen y — z (determinanten for dess absolutbelopp anger
hur det lokala areaelementet #ndras vid dvergang fran y-koordinaterna till z—koordinaterna).

dr =

EXEMPEL

Vi betraktar variabelsubstitutionen
{ 1 =211
To =y1 + 242
och undrar hur det lokala areaelementet dndras i den linjira avbildningen y — x. P& matris-
form kan skrivas
1 0 I . 2 0 U1
0 1 z2 | |1 2]y’

[oJae [V = [3]me 3]

dér vektorerna (1, 0) och (0, 1) utgor en bas for 1 z2-planet, medan (2, 1) och (0, 2) pa samma
vis ar en bas for y;yo-planet. Ett litet areaelement i x1x9-planet ges darfor av absolutbeloppet

av kryssprodukten
([o]an) = ([ ]an)|-anae
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[(HER(H ST

vilket gor det rimligt att dxidre = 4dy1dys. Precis samma forhallande fas genom att istéllet
bestdmma

vilket motsvaras av

ox ox
d($1,$2) _ g—yi g—y; _ |: 2 0 :| — det <d(.7}17.7)2)> —4
d(yr,e) or2 gz 12 dyye))

eftersom absolutbeloppen av determinanten fér en 2 x 2-matris och kryssprodukten mellan
dess rad- eller kolonnvektorer &r lika. Detta resonemang, som leder fram sambandet dz =

‘det (?l_zaj) ‘ dy, haller endast for linjira avbildningar. Likvil 4r det en indikation pa riktigheten

1 detsamma.

15

Figur 1: Areaelementet dridxs ar fyra ganger sa stort som ...
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Figur 2: ...areaelementet dy;dys
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1.2 Uppgift 7

FEvaluera

2
dir Q ar ellipsen Jz € R? : 24 +
ay

Med en elliptisk domén (halvaxlar a; och ag samt centrum i origo) ligger det néra till hands
att infora elliptiska koordinater (medfor en "ldttare” rektangulir domén att integrera 6ver)

x1 = ajrcos(f) 0<r<] 0<8<or
x9 = agrsin(f) ’ - =7 - =77

dar areaskalningen ges av beloppet av funktionaldeterminanten

d(x1,z9) _ % 8—“3 _ | arcos(f) —ayrsin(0)
d(r,0) % ¢ azsin(f) agrcos(f) |’
d(x1,x2) _ 2 ) _
det < a0.0) ) = ajagrcos”(0) + ayagrsin®(6) = ajaqr.

Nu nér det nya integrationsomradet och skalningen &r kdnda, aterstar inséttning av de nya
variablerna, vilket ger oss en ny integrand, samt lite "rdknearbete”:

2 2\ 3/2 2 ol
/ <1 T ﬂ) dr = alag/ / (1 — r2)3/2r drdf
2 2
Q a;y a3 0o Jo
1

= 271'@1(12/ (1—r2)3/2r dr
0

2 1 5/2]"
= 2maiaz [5 <—§> (1 —7‘2) ]0

2maiag
5 b

dér faktorn 27 i den andra likheten kommer fran integralen fo% df (dubbelintegralen #r sep-
arabel).

1.3 Uppgift 13
Berdkna foljande dubbelintegraler genom variabelsubstitution.

(b) [qz122 da, Q= {z: 327 + 23 — 221 <0}.

Forsta svarigheten &r integrationsomradet. Det paminner om en ellips, bortsett fran den extra
termen —2x1, och att olikheten &r noll i hégerledet. Vi prévar med kvadratkomplettering
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(férhoppningsvis klarnar situationen nagot):

1\? 1 1\?
3x%+x§—21‘1§0<:>3<x1—§> —|—a:§—§§0<:>9<x1—§> + 323 < 1,

motsvarande en ellips med halvaxlar % och %, centrum i (%, O), samt radien 1. (Héir avses

radien som ingar i uttrycket for elliptiska koordinater. En ellips i sig har ingen radie, utan
2
T3 _

2
. . . . o . o x
karakteriseras av sina halvaxlar a och b, nér ellipsen &r skriven pa standardform, dvs. 3 +33 =

1.) Utskrivet far vi

{ T = % + %7“ cos(6)

1 0<r<1, 0<6<2m.

Ty = T sin(6) ’
Overgang till elliptiska koordinater medfor skalning av det lokala areaelementet motsvarande
produkten mellan radien och de bada halvaxlarna

1
3v3
1

(konstanten g forsvinner vid derivation). Vi har med andra ord att 16sa

/ d ! /%/1(14—1 cos(0) ! sin(@)r drdf
122 6T = = -+ or —rsin(0)r dr
v 3v3Jo Jo \3 3 V3
1 2m 1
= 5 / (r*sin(0) + r° sin(6) cos(0)) drdd
o Jo

1 [t 1 2
= 5 ; |:—T2COS((9)+§T381112(9):|0 dr,

dridxry = rdrdf

=0

vilket ger svaret noll (sinus och cosinus evalueras i samma punkt). Om man inser det tidigt
sparar man eventuellt in det merarbete som foljer av att inleda integrationen m.a.p. r.
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2 Kapitel 65

2.1 Uppgift 8

Berikna [¢dS samt [gx122 dS, med S = {(y1, y2, y1y2) : 0 < y1, y2 < 1}

Arean av en yta S i rummet fas genom att summera upp alla ytelement dS via integralen

(AMBS 65.1)
AS) = [ as = [ s x syl dy,
S Q

dir s = s(y) #r en parametrisering av ytan (s : R? — R3). I forsta deluppgiften soker vi
med andra ord ytans area. Vi far hir — med den givna parametriseringen — att ytelementet
motsvaras av

/
51 = (17 07 y2)
S = s s — s
(v) (Y1, v2, Y1y2) { b= (0, 1, y1)
€1 €y €3
0 1 10
8,1 X 3/2 == 1 0 Yo = €1 2 — €2 Y2 +€3 = (_y27 —Y1, 1)7
1 Y1 0 Y1 01
0 1 wun
Is1 x s3] = \Jyi+y5+1,
dS = |y} +v3+1dyidys,

och dérmed integralen

1 1
AS:/dS://\/ijLyz—l—ldydy
() < o Jo 1 2 1642

att 1osa. Det ar dessvirre svart att bestimma en primitiv funktion till integranden. I BETA

kan man ldsa sig till att den borde vara
1+ \/y%+y§+1‘ +C,

1 241
/\/yf+y§+1dy1=§y1\/y%+y§+1+y22 In

varfor man gor béttre i att 16sa integralen numeriskt (uppgift for era integralprogram i MAT-
LAB). Att bestdmma nésta primitiva funktion blir ndmligen dnnu vérre. Vi ligger dock
definitionen for area av en yta pa minnet.

Innan vi ger oss i kast med n#sta deluppgift tar vi reda pa vad som egentligen menas med
"ytintegral” (AMBS 65.9):

/ wdS = / w(s(y)) 1s) % shll dy,
S Q

vilket foranleder oss att skriva

1 1
/ T172 dS = / / yiy2\/ vt +y3 + 1 dyidys.
S 0 0

7
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Den hir gangen ser integranden ménskligare ut. Vi tar sats och réknar pa:

e o1 2 1
[ [ e = [ [5 st
0
= g/ (13 +2)"" = (3 +1)"] ay,
— 1 g 5/2 /9 5/2 !
- 3[2 5 +2) (v2 +1) )]0
— 15 (35/2_25/2_25/2+1>

_ L (9x/§—8x/§+1>,

vilket gick betydligt ldttare &n i forra deluppgiften.

2.2 Uppgift 9

Féorr >0 och h > 0 betrakta ytan
S ={x:x = (rcos(v), rsin(v), z), 0 <v <2m, 0 < z<h}.

Beskriv S geometriskt. Ge parametriseringar av ytorna.

Vi ser att i xixo-planet paminner parametriseringen om en cirkel. Tittar vi sedan i x3-led
dr grénserna fixa, vilket innebér att ytan &r en cylinder, med radien r och hojden h. Vid
overgang till cylindriska koordinater foljer att

I .
s = s(v,2) = (rcos(v), rsin(v), z) = { z}’ B EO TOSHSU)’ rcos(v), 0) 7
el ) e3
six s, = | —rsin(v) 7rcos(v) 0

0 0 1

B rcos(v) 0 —rsin(v) 0 —rsin(v) 7 cos(v)

I R ‘ S IR T R 0

= (rcos(v), rsin(v), 0),

|sh x 8] = \/7"2 cos?(v) + r2sin?(v) = r,
dS = rdvdz,

dér vi mérker att radien — som &dr konstant — inte &r nagon parameter.

(b) S ={z € R®: 23+ 23 =4, |21| <5}

Har har vi ett typexempel pa en cylinder. En liggande sadan (i z1-led). Hur ser parametris-
eringen ut? Formodligen ungefér som ovan, fast med "omkastade” koordinataxlar. Ténker man
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sig att vrida zj-axeln i hojdled (givet hogerorienterade koordinataxlar), placeras zo-axeln i
x1:s gamla riktning, medan xo "ersitts” av xz-axeln. Saledes blir parametriseringen av ytan

Tr1 =z
x9 =rcos(v) -5 <2z <5, 0 <wv<2m,

x3 = rsin(v)

med den konstanta radien r = 2.

2.3 Uppgift 11

Berdkna fs(xl, x9, x3) - n dS, om S dr randen till det kompakta omradet

Q={z:z1+zxo+23<1, 2;,>0,i=1,2, 3}

Nu &ar det dags att 16sa flodesintegraler. Narmare bestdmt flodet genom randen till enhetste-
traedern med horn i punkterna (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0) samt (0, 0, 1). Det finns atminstone
tva sitt att 1osa uppgiften pa:

e genom definitionen av ytintegral

e utnyttja divergenssatsen

Vi betar av dem bada i tur och ordning. Enligt definitionen géller att

/Su -ndS = /Qu(s(y)) . (5'1 X 8’2) dy1dyz,

eftersom en enhetsnormal till S ges av n = ”z}iiz?“ (vi hade sedan att dS = ||s] x s5||dy1dy2).
1 2

For att anvinda definitionen maste vi dessvérre bestimma fyra flodesintegraler — integra-
tionsomradet bestar ju av lika manga delytor. Det hela blir som vl &r inte riktigt sa jobbigt.

Med u(z) = z skriver vi
4
T -ndS= /:):-nidS,

och foljer upp med att bestimma de fyra delintegralerna (mérk att normalvektorerna ska vara
utatriktade).

Delyta 1: 1 =0

r = (0, z, x3)
ny = (_17 07 O)

/:U-nldS = 0.
S1

= x-n1 = (0, z9, x3) - (=1, 0, 0) =0,
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Delyta 2: 9 =0

r = (xla 07 $3) B B B
{ n2 = (0; _].7 O) — 7 2= (:1:17 0’ :BB) (O’ 1’ 0) - 0)

/m-ngdS = 0.
Sa

Delyta 3: z3 =0

r = (21, x2,0)
n3 = (0, 0, —1)

/ r-n3dS =
S3

Delyta 4: 1 + 29+ 23 =1

— 1z -n3=(x1, x2,0)- (0,0, —1) =0,

e

En parametrisering av ytan ar s(y) = (y1, y2,1 — y1 — y2), med s§ = (1, 0, —1) och s}, =
(0, 1, —1), samt

er ez €3
-1 1 -1 1
sixsh=11 0 —1|=¢e (1] _1‘—62 0 _1‘—1—63 0 (1)‘:(1,1,1),
0 1 -1

sa att

/ T Ty as = / (y1>y27 1_y1_y2)(17 17 1) dy:/ dy
S4 Q4 Q4

Vi ser att uppgiften reduceras till att bestdmma arean av parameterdoménen {24. Eftersom
ytan Sy har horn i punkterna (1, 0, 0), (0, 1, 0) och (0, 0, 1), motsvaras Q4 av triangeln med
horn i punkterna (1, 0), (0, 1) samt (0, 0) (tédnk bort hojdled, dvs. sdtt z3 = 0, for att fa
projektionen). Det inses egentligen direkt att arean &r % (basen och héjden dr 1), men dnda

har vi att
1 lfyl 1 1 2 ! ]-
/ dy = / / dyady; :/ (1 —y1)dy1 = [yl - —yl] =5
o o Jo 0 2 0 2

Varfor nu envisas med divergenssatsen — det gick ju fint att anvénda definitionen? Visst, men
om de tre forsta integranderna varit nollskilda, hade vi fatt det betydligt kdmpigare. Ibland
erbjuder divergenssatsen en smidig genvég till I6sningen, genom att overfora flodesintegralen
fran randen till en multipelintegral 6ver omradet

/u-ndS:/V-udaz,
S D

forutsatt att faltet u dr en C'-funktion. Integrationsomradet D méste #ven vara kompakt,
dvs. slutet och begransat. I vart fall &r det inga hinder. Tetraedern begrinsas av 0 < z3 <

10
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1—21— 22, 0 <9 <1—x; (séitt z3 = 0 for att erhalla den 6vre grénsen i termer av z)
samt 0 < z; < 1. Med u = (21, z2, x3) foljer att V - u = 3 varfor

1 1—z1 1—z1—x2
/u -ndS = 3/ dr = 3/ / / drzdrodry
s D o Jo 0

1 1—x1 1 ) 1y
- 3/ / (1 =21 = @) dwaday = 3/ [(1 —21)T9 — =75 dxq
0 0 0 92 o
3 1

3 1

- 5/0 (1—21)? d$1=§ [—5(1—961)3}::—%(0—1):%7

vilket &r samma resultat som tidigare. Vi noterar dessutom att arean av enhetstetraedern
tydligen &r %.

11
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3 Kapitel 66

3.1 Uppgift 4

Berdkna, med domdaner Q0 som i Figur 66.4, integralen fﬂ(l — x9) dz.

Till att borja med maste vi specificera doménen. Vi ska titta pa Figur 2, den liggande konen
i xo-led, som exempelvis aterges genom

Q:{x:0§x§+$%§1,ngggl—y/xg—l—x%},

eftersom bottenytans radie dr 1, och maximala héjden avtar linjart mot densamma. Det verkar
ldmpligt att infora cylindriska koordinater enligt

x1 = rsin(f)
To =2 , 0<r<1, 0<0<2m, 0<z<1—r,
x3 = rcos(f)

dér radien ingar som parameter (i en tidigare uppgift anvénde vi samma koordinater for att
beskriva en cylinders mantelyta med konstant radie). Funktionaldeterminanten fér avbildnin-
gen (r, 0, z) — (z1, x2, T3) ges av

Ox1 Ox1 Oz ;

Oz Oz Oy sin(6 rcos(d) O

davanry) _ [ gn g | [T @0
- or 0 z - ’

d(r,0, z) % % % cos(f) —rsin(f) 0

d(wy,m2,23)\ 2 _
det( A0r.0.7) ) = rsin“(0) 4+ rcos”(0) =,

(utveckla determinanten efter rad 2) och vi har att 16sa integralen

1 2 pl—r 1 1—r
/(1 —x9) dx = / / / (1 —2)r dzdfdr = 27r/ / (1 —2)r dzdr
Q o Jo Jo o Jo
1

1,0 1 1 1,1 «
= 27T/ r{z——zQ] dr:W/ r(l—rz) d’r‘:7r|:—7“2——?"4:| = —.
0 2° |, 0 2’ T4 ], 1

Svaret i facit till AMBS ar felaktigt.

3.2 Uppgift 7

Berdkna multipelintegralerna dver QQ = {:C ER3: |z| < 1}.

(a) Jox dx

12
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Den hér uppgiften ser lite lustig ut med integranden som en vektor, men det innebér helt
enkelt att vi far integrera komponentvis. Vad som ocksa &r nytt dr integrationsomradet. Det
ges av ett klot med radien 1. Av den anledningen byter vi till sfiriska koordinater

x1 = rsin(p) cos(f)
o =rsin(@)sin(®) . 0<r<l,  0<p<m  0<0<2m
x3 = rcos(p)

en avbildning (7, €, ) — (z1, z2, x3) med funktionaldeterminanten

[ Ox1 Oxz1 Oz

or 90 Jp

d(1,72,73) | Gy OGms Oae

— e = or o0 Op
d(r, 07 90) Oxs Oxs 8;'03

or 90 Op
sin(p) cos(8) —rsin(yp)sin(f) rcos(yp) cos(6)
= sin(p) sin(f)  rsin(p)cos(fd) rcos(p)sin(d) |,

| cos(p) 0 —rsin(p)
d(xy,x2,23)\ cos —rsin(p)sin(0) rcos(yp) cos(6)
det( d(r,0,p) ) N (¥) rsin(p) cos(f)  rcos(p)sin(6)
rsin sin(¢) cos(8) —rsin(y) sin(f
(%) sin(y) sin(f)  rsin(p) cos(d) ’
= cos(p) (—r 2 sin(y) sin?(#) cos(yp) — r% cos(y) cos? (8 )sin(¢p))
—rsin(p) (rsin’(p) cos®(0) + rsin®(p) sin?(0))

= —r?sin(p) (cos®(p) sin?(0) + cos?(p) cos*(0))

= cos?(¢p)
—r?sin(y) (sin®(y) cos®(#) + sin?(¢) sin®(9))

-~

=sin®(¢)
= —r?sin(y) (cos?(p) + sin®(p))

— —r2sin(p),

dédr vi sedan ska byta tecken (areaskalningen ges ju av funktionaldeterminantens absolutbe-
lopp). Vi ska alltsa bestdmma de tre integralerna

T 2 pl
/ xpdr = / / / 13 sin () cos(8) drdfdy,
Q o Jo Jo
T r2n prl
/ xo dx = / / / 13 sin (i) sin(6) drdfd,
Q o Jo Jo
T r2n 1
/ x3dx = / / / 2 sin? () cos(y) drdfdyp.
Q o Jo Jo

De &r alla separabla, och det inses néstan genast att atminstone de tva forsta dr noll, eftersom
2
/ cos(9) dd = [sin(0)]2" =0,
0

2
/0 sin(d) dd = [ cos(0)]2" =0,

13
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da sinus och cosinus ska evalueras i samma punkt (funktionerna &r lika mycket positiva som
negativa over en period). Att dven den tredje komponenten blir noll ges av

[ sy costo) do = | sin?’(so)K ~lo-0 =0

och svaret blir (0, 0, 0) (nollvektorn).

(b) Jo llll dz

Med vart klot till integrationsomrade anvinder vi aterigen sfiariska koordinater. Med dessa
samt areaskalningen fran féregaende uppgift erhalles

2t pm el
/ lz|| dz = / / / 3 sin(p) drdpdd,
Q 0 0 0

eftersom ||z|| = r i sfiriska koordinater. Precis som tidigare handlar det om en separabel
trippelintegral med vérdet

2 pmoopl 27 1 ™
/ / / 3 sin(p) drdpdd = / d9/ r? dT’/ sin(p) dp = z [— cos(p)]g =,
2 ! -
=1

och vi ar klara.

14
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4 Kapitel 67

4.1 Uppgift 6

Betrakta vektorfiltet u(x) = . Ldt Q vara skivan {x € R?: ||z — a|| < 1} med utdtriktad

[

normal n. Berdkna fF u-nds fora=(2,0) samt a = 0. Kan divergenssatsen tillimpas?

(a) a=(2,0)

Integrationsomradet ges av

1/2 <] —= (331 — CL1)2 + (.TQ — a2)2 <1,

|lr—a|| <1 = ((zl - a1)2 + (g — a2)2)
en cirkelskiva med radie 1 och centrum i punkten (aj, az). Kurvintegralen inbjuder till att
anvinda divergenssatsen (den hir gangen med flodet genom en randkurva istéillet fér en

randyta)
/u-nds-/V~udw,
T Q

men vi minns att satsens forutséittningar maste vara uppfyllda. Klart &r att 2 ar slutet och
begrinsat, men u behéver dessutom vara en C'-funktion. For att ta reda pa det kontrolleras
forekomsten av singulariteter (punkter dir u inte &r kontinuerlig). Vi inser snart att u &r
kontinuerlig 6verallt, utom i origo (hér blir funktionsvérdet "odndligt” och u &r inte definierad),
och detsamma géller for u:s partiella derivator. Alltsa &r forutséttningarna pa var sida —
punkten (0, 0) ligger inte i 2 — och man fortsétter enklast med att bestdmma

Ou;  Oug 1 2:1:% 1 23:%
V'u:3—+8—: 2 2 12 e ) T3 27 72 2\2
1 9 xi+ a3 (] +23) xi+ a5 (2] +x3)
r3 — 22 r? — z2

= —|— = 07
(22 4+ 23)% (a7 + 23)?

och det framgar att kurvintegralen &r noll (man brukar séga att filtet u &r kdllfritt om V-u = 0
i hela definitionsméngden).
(b) a= (0, 0)

Hér kan inte divergenssatsen tillimpas — origo fick inte inga i definitionsméngden. Istéllet
far vi 16sa kurvintegralen som vanligt

Juends = [ ulste) - n(s0)]s @) at
I Q
déar en parametrisering av kurvan blir

w1 = cos(?) 0<t<2r
xo = sin(t) ’ -

15
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med enhetsnormalen n = (cos(t), sin(t)). Eftersom ||s'(t)|| = /(= sin(¢))2 + cos2(t)) = 1
foljer saledes att

27 2
/Fu ‘nds= /0 (cos(t), sin(t)) - (cos(t), sin(t)) dt = /0 dt = 2,

vilket inte ar noll.

4.2 Uppgift 7

Visa att om V -u = 0, och T', T kurvor med normaler enligt Figur 67.7, sd dr fru ‘nds =

De bada kurvstyckena sluter ett omrade péa vilket divergenssatsen kan tillimpas. Med andra
ord kan vi skriva

0= / V - u dr = {divergenssatsen} = / u-nds+ /_u - (—m) ds,
) r T

ddr normalen skall vara utatriktad (maste byta tecken pa 7). Men det medfor ocksa att,
eftersom u - (—m) = —u - 7, vad som pastas, ndmligen

0:...:/u-nds—/u-nds = /u-nds:/u'nds,
r T r T

och vi ar klara.

4.3 Uppgift 9

Visa att filtet u = e*1°2(1 + w129, ¥3) dr rotationsfritt och finn en potential ¢ sdidan att
u=Vo.

Att faltet &r rotationsfritt innebér att V x w = 0, vilket vi konstaterar via

aUQ aul
VXxuyu=—"F———= (2(E1€m1w2 + x%xgexm) — (1716961962 + $16x112 + x%xgexm) =0.

8x1 8952

Nér filtet ar rotationsfritt, existerar det en potential ¢, som bestdms av sambandet
u=Vo.

Det leder oss till ekvationssystemet

880 2 _x122 ?

Oy __
g = €71+ 2122)
8$2 == .'1716
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Vecka 6 Raknedvning

dar den andra ekvationen sdger att
QO(SU]_,CCQ) - /x%GIUEQ dm? +C = xlemlm2 + f(xl)a

via integration. Notera att integrationskonstanten C blir en funktion av z; (konstant m.a.p.
x2), som nu ska modifieras sa att dven den forsta ekvationen uppfylls, genom inséttning i
vénsterledet

9 _ 9

B = B (€T f(@) = €N 4 @izae™ + f(21) = €2 (14 mizg) + (1),
1 1

vilket ska vara detsamma som hogerledet
eNP2(1 4 z1x2) + f'(11) = e (1 + m122) = f/(11) =0 = f(21) = C.
Med f(x1) som en konstant ges potentialer till u av
o(x1, 12) = 1172 4 C.

Andra bendmningar pa ett rotationsfritt filt dr konservativt filt eller potentialfdlt.
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