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Vecka 7 Raknedvning

1 Kapitel 68

1.1 Uppgift 5

Lat T vara enhetssfiren i R® med utdtriktad normal n. Berdkna integralerna.

a) [px-nds

Notera att I" hdr representerar en yta och ds ett ytelement. AMBS anvénder ofta samma no-
tation for kurva respektive kurvldngdselement (alternativt bag- eller tangentvektorelement).
Det kan upplevas forvirrande. Man maste med andra ord ténka sig for.

Ytintegralen bestdms per definition av

/F znds = /[ £(s(y)) - n(s()) 15} x sbl| dy,

déir s(y) med y € I &r en parametrisering av ytan. Men eftersom I' &r rand till det kompakta
enhetsklotet €2, samt x = (1, 2, x3) € C1(Q), kan vi istillet tillimpa divergenssatsen

/x-nds—/V~mda:,
T Q

som i fysikaliska termer kan Gversidttas med att den stationéra strémningen x genom randen
uppvéags av en produktion av det strommande mediet nagonstans i 2. Nu fas

Oy | Oz | O3
81‘1 833‘2 8333

/V-xda;:3/da;:3V(Q).
Q Q

47rR3

V-u= =3,

sa att

Eftersom volymen av en sfir &r blir den sokta ytintegralen 47 med radien R =
Kommer man inte ihag sina formler far man rikna istéllet (anvind sfiriska koordinater)

2m 2m
/dx—/ //rsm drd@d@—/ d9/ sin(p d(p/r dr——

wl»—‘

vilket ger samma svar (om &n efter lite merarbete).

) Jr 1 all? Ta ™ 48
Trots att integranden liknar den forra, sirskilt som ||z|| = 1, far vi inte anvéinda divergenssat-
sen. Det beror pa att i inte dr definierad i origo (man kan inte sétta ||z|| = 1 om integralen

ska beréknas 6ver hela §2). Man far ett felaktigt svar om satsen tillimpas (varsagod att prova).
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Vi maste lita till definitionen. Med n = ﬁ som en utatriktad enhetsnormal ges

1 1
/—ZL'nds:—Q/dSZ/ds,
r [lzl? =] [=]]* Jr r

ty - = ||z||?. Att 16sa integralen motsvarar tydligen att bestimma sfirens mantelyta. Den
ar som bekant 47 R? och i vart fall blir det 4.

Envisas man med att rdkna ut arean maste ytan forst parametriseras. Det kan exempelvis
goras via s(p,0) = (sin(p) cos(0), sin(y) sin(f), cos(¢)), med 0 < ¢ < 7w, 0 < § < 27, och
ytans riktningsvektorer blir

s, = (cos(p)cos(f), cos(p)sin(f), —sin(p)),
sy = (—sin(p)sin(P), sin(p) cos(h), 0),

med kryssprodukten (rikneschemat fordrar utveckling efter forsta raden)

(&) €9

S, X 5p = cos(p) cos(f)  cos(p)sin(f) —sin(p
—sin(p) sin(0) sin(p) cos(0)

)

cos(y) sin(6) sin(yp)

:3

- A sin(p) cos(6) 0 . —sm( ) si () 0
tes cos(p) cos(f)  cos(yp)sin(6)
—sin(p) sin(0) sin(p) cos(0)

0, 1, 0) sin?(y) sin(8)
sin(p) + cos(p) sin’(0) sin(p))

-~

= cos() sin()
= (sinQ(gp) cos(f), sin®(¢) sin(f), cos(¢) sin(y)),

= (1,0, 0) sin?(¢p) cos() +

(
+(0, 0, 1) (cos(¢) cos(0)

samt normen (motsvarar arean av det lokala ytelementet)
Hsfp X spl| = (sin4(<p) cos? () + sin4(<p) sin?(#) + cos®(y) sinQ(go))l/2
= (sin®(¢) + cos*(y) Sin2(g0))1/2 = (sin2(go))1/2 = sin(y).

Mantelytan bestdms nu som

2 pm 2 ™
AT) = / ds = / s, % spll dy = / / sin(y) dedf = / d@/ sin(y) dyp = 4.
T 1 0 0 0 0
=2 =2

Ibland &r det bra att kunna formler utantill.

1.2 Uppgift 7

Bestim minsta vardet av integralen fr F-nds om

F = (1‘1.%'2 4xq1x9, 41:2:163 + 8xox3 + 52, 1‘%1’3 — 2:L'1x3)

4
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och T dr en sluten yta i R® med enhetsnormal n.

Det &r givet att I' 4r en sluten yta, och eftersom F':s komponenter &r polynom, har vi att
F e CYQ), dir Q € R? ar omradet I' sluter som rand. Alltsa kan divergenssatsen tillimpas.
For att hitta det minsta virdet av den ekvivalenta trippelintegralen

/V-Fda:,
Q

bor denna bestdmmas 6ver ett ) dar V - F' < 0. Vi soker ett sddant omrade genom att forst
berikna
V-F = i (:L‘lx2 — 4x1x2) + i (4:132302 + 8xoxg + 5$2) + i (ZEng — 2x1x3)
8.%'1 2 8.2(}2 3 83}3 1
= x%—4x2+4x§+8x3+5+1‘% — 221,

och sedan ta reda pa var olikheten géller. Vi har nagot som liknar en kvadratisk form och
provar darfor med kvadratkomplettering

22 —dag + 42t 4 8x3+5+ 27 — 221 <0 = (21— 1)*+ (20— 2)° +4(234+1)* —4 <0,

vilket dr en ellipsoid. Ofta skriver man om den pa standardform enligt

1 1

1(1'1—1)24-1(1'2—2)24-(&334-1)2Sl,

med halvaxlarna a = 2, b = 2 och ¢ = 1 samt centrum i punkten (1, 2, —1). Eftersom V - F'
annars ar positiv racker det att 1osa integralen 6ver detta omrade. Da passar det bra att ga
over till "ellipsoida” koordinater

x1 = arsin(y) cos(6)
xg = brsin(p)sin(f)
x3 = crcos(p)

vilket paminner om hur vi modifierade de polédra koordinaterna vid overgang till elliptiska
(lagg till halvaxlarna som faktorer). Vi minns att areaskalningen dér blev dxidzy = abrdrdf
istallet for dxydxrs = rdrdf. Man "lade till” produkten av halvaxlarna. Det blir pa samma vis
hér, dvs. att funktionaldeterminanten ges av

d(l’l,xQ,ng)
det | —————=~
‘ ( d(r, ,0)

for ellipsoida koordinater, i jimforelse med sfiariska. Rdkningarna blir identiska, sa nér som
pa att det tillkommer en faktor abc i varje term i utvecklingen av determinanten (kontrollera
om ni vill). Det kan vara bra att lidra sig dessa areaskalningar utantill (om inte annat sparar
det tid pa en tentamen). Hursomhelst far vi

) = aber? sin(p),

ry = 1 + 2rsin(p)cos(f)
Tyg = 2 + 2rsin(p)sin(f) 0<r<i, 0<p<m, 0<6<2m,
rg = —1 4+ rcos(p)
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i vart fall ("semi-ellipsoida” koordinater med centrum skilt fran origo). Det foljer

V-F = (21— 124 (20— 2  +4(z3+1)2 —4=4(r2 1),
dridredrs = 4r%sin(p)drdeds,

27
/V-Fda: = / / / r? — 1) 4r* sin(yp)drdedd
Q
2
= 16/ d@/ sin(y d(p/ 7"2(7" —1)d
H/—/%/—’

=27 :2

= 064~ —r —l :—@,
3 15

sa att

15

och vi ar klara.

1.3 Uppgift 8

Berdkna ytintegralen fF F-nds dar
F(zx)= (x%, T129 cos® (1) + xyah + es(T173) | ) 3y sin?(z1) — 31‘11‘%:1)3)

och T dr delen av sfiren ||z|| = 2 med positiv x3-koordinat, samt n normalen med likasa positiv
x3-koordinat.

Vi har en sapass svar integrand, att vi girna vill anvinda divergenssatsen, i férhoppningen
att derivationen forenklar den. Men € dr inte slutet — det saknas en botten. Vad man da kan
gora ar att ligga till den saknade randytan I' = {a: eR?:z? + 23 < 4} (cirkel med radien 2
och centrum i origo) och bestdmma

/F-nds:/V-Fd:U—/F'nds,
r Q T

dér man med sista integralen "drar bort vad man lade till”. Man kan fraga sig om det verkligen
forenklar uppgiften, eftersom integranden i densamma verkar paminna om den ursprungliga.
Att sa #r fallet ges emellertid av 23 = 0 (T ligger i x17o-planet) samt den utdtpekande
enhetsnormalen n = (0, 0, —1)

F-n= (x%, T1T2 0082(951) + $1$§ te, 0) (0,0, 1) =0.

/F-nds:/VoFdx
N Q

6

Hér géller med andra ord att
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trots allt. Vi far nu

0 0
V- F = 8—%13} + — 1y (1'1332 COS2(SE1) + xlx% + ecos(xlxg))
0
+ ozs (mlxg sin?(z) — 3x1x%x3)

= 04 zycos?(x1) + 3z125 + 1 sin’(x1) — 32,23

= a1 (cos®(21) +sin®(z1)) = 21,

och med overgang till sfiriska koordinater (notera grénserna for ¢ med €2 som det givna
halvklotet)

x1 = rsin(p) cos(d)

rsin(p)sin(f) 0<r<2, 0
x3 = 1 cos(p)

27 pm/2
/V‘Fdx = / / / rsin(e) cos(0)r? sin(p) drdpdd
Q
2T
= / cos (6 d@/ sin? )dgp/rdr—()
0 0

—_——
=0

IN
A
IN

0<6<2m,

ges

sa att den sokta flodesintegralen &r noll. Detta inses egentligen direkt med integranden z;
p.g.a. symmetrin i halvklotet Q.

1.4 Uppgift 11

Visa att om —Au = f i Q, sa gdller det for en godtycklig funktion v, som dr noll pa randen

T, att
/Vu'Vvdx:/fvdx.
Q Q

Visa dven att om n-Vu = 0yu = g pa T, sa foljer for en godtycklig funktion v att

/Vu-Vvdx:/fvd:U—i—/gvds.
Q Q T

Bada pastaendena &r en konsekvens av det som i AMBS kallas Greens formel (notera emel-
lertid att i Fredrik Bengzons 6vningar avses ddrmed nagot annat — namnkonventionerna ar
tyvérr inte alltid 6verensstdimmande)

/Vu-Vvd:v:/vanuds—/vAudm,
Q r Q

dér vi ser likheten med hur vi integrerar partiellt i 1D (den forsta integralen i HL evalueras
pa randen med en primitiv funktion till v och den andra med minustecken samt ytterligare
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en derivata pa u). Faktum dr att sambandet i sig foljer pa formeln for partiell integration i
flera dimensioner (MD).

Med —Awu = f i Q har vi att

_/Qv.Audg;:/Qu.(—Au)dxz/gfvdl’,

och om v dessutom &r noll pa randen

/ vOu ds = 0,
r

ges det forsta pastaendet. Om istillet 0,u = g pa I' maste

/v@nu ds :/gv ds,
r r

vilket visar det andra. Greens formel tillsammans med formeln for partiell integration i MD
ar 1 sin tur — liksom divergenssatsen — pa lite olika sétt en foljd av det till synes enkla
sambandet

Ou dx:/unids, 1=1,2,3,...,
o Oz; r

som sannolikt dr bra att ldgga pa minnet.
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2 Kapitel 69

2.1 Uppgift 4

Berdkna integralen

/ (x%x% —.75:1’) d
74 . 8’
r o lzll

dir T dr kurvan i x1xo-planet fran (1, 0) till (0, 1) definerad av

(z1(t), 22(t)) = (cos'd(¢), sin'7(t)),0 < t < g

Kurvan som det ska integreras ldngs med &r visserligen parametriserad, men uppgiften ser
anda lurig ut, eftersom den resulterande integranden efter inséttning blir ”jobbig” (kvot mellan
flertalet trigonometriska funktioner). Forenkling #r nyckelordet. Man kan, efter lite arbete,
anvinda Stokes sats i 2D (kallas Greens formel i planet i Fredrik Bengzons 6vningar)

8u2 6u1)
-ds = — — — ) da,
/Fu 5 /Q(a-%'l a$2 v

som overfor kurvintegralen till en ytintegral (da vi befinner oss i planet blir emellertid ytinte-
gralen en "vanlig” dubbelintegral). Med lite arbete avses att I' maste sluta €2, vilket innebér
att vi lagger till ett 1ldmpligt kurvstycke I', som sluter omradet, och sedan berdknar

_ 8’&2 8’LL1
/Fu‘ds—/ﬂ<8$l 8:52) dzx /Tu-ds.

Ett bra kurvstycke &r ett kurvstycke som gor integralen liatt att bestdmma. Hér passar det

fint med cirkelbagen (cos(t), sin(t)), § > t > 0 (kurvan sluter omradet medurs), eftersom
nidmnaren i integranden da blir ett. Men vi borjar med att berdkna integralen 6ver (2
Oug 0 ( 3 ) 323 n 4ot zf — 333
I o\ T2, 2| T T 2 3~ 30
ri Om\ (af +a3) (3 +a3)" (e} +23)”  (af +a3)
Ouy 0 ( Tixy > z? 4x3x3 z} — 33}
Orz 0wz \(af+a3)")  (af+23)" (e +a8)  (af+ad)
dar det visar sig att g—gf — g—;‘; = 0. Det ricker alltsd att 16sa kurvintegralen 6ver T, vilket
gors via definitionen, med s'(t) = (—sin(t), cos(t)), sa att
0
- / u-ds = / (cos?(t) sin(t), —cos?’(t)) - (—sin(t), cos(t)) dt
T w/2
w/2 w/2
= / (—cos?(t) sin®(t) — cos’(t)) dt = —/ cos?(t) dt
0 0
w/2 1 1 1 /2 -
= - —(1 2t)) dt = —= |t — = sin(2t = ——
/0 5 (14 cos(2t)) 5 [ 5 sin( )] ) 1

Eftersom u &r ett potentialfilt hade vi &ven kunnat bestdmma en potential ¢, sddan att
u = V, och fatt samma svar via ¢(0, 1) — (1, 0). Fast det blir férmodligen lite jobbigt att
berdkna . Oavsett vilket blir kurvintegralen oberoende av vigen.
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Figur 1: Omradet Q med rénder I' =Ty, T =TIy
2.2 Uppgift 8

Lat Q vara en domdin i R?> med rand T'. Visa att arean ges av

1
A(Q)—i/rumls,

dir u(z) = (—x9, 1) samt I' orienterad moturs. Anvind resultatet for att visa att arean som
begrinsas av ellipsen x = (acos(t), bsin(t)), 0 < t < 27, dr wab.

Vi har arean av  som

1 8901 8952 1 8901 8(—952)
A Q = = — e — _— = — _—
) /de 2/9 <3$1 * 6$2> de 2 /Q <85L‘1 0o dv
N ——

=2
1 1
= —/ V x (=z2, 1) | - (0,0, 1) dzz—/(VXu)-ndm,
2 Jo —_— —— 2 Jo

med enhetsnormalen n ("hogerregeln” séiger att med fingrarna i kurvans bana pekar tummen
i normalens riktning). Eftersom vi befinner oss i xz9-planet, kan Stokes sats tillimpas med
ytintegralen som en dubbelintegral, och det foljer

1 1
5/9(V><u)-nda:—§/ru-ds,

Med den givna parametriseringen fas u = (—x9, 1) = (—bsin(t), a cos(t)) samt ds =

vilket visar pastaendet.

10
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s'(t) dt = (—a sin(t), b cos(t)) dt, och ellipsens area maste vara

1 1 2m 1 2
= / u-ds = —/ u(s(t)) - s'(t) dt = —/ (ab sin®(t) + ab cos*(t)) dt
2 Jp 2 Jy 2 Jy
1 2m
= Z ab/ dt = mab,
2 Jo

enligt den nyss hirledda formeln.

11
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3 Kapitel 70

3.1 Uppgift 1

Bestam om mdjligt en potential o till foljande funktioner.

u ar ett potentialfilt om V xu = 0. I forekommande fall bestdms potentialen genom sambandet
u = V. En tillimpning av potentialer dyker upp vid 16sning av kurvintegraler

Juds = /j (s(t)) - '(¢) dt = /w (t) dt,

dir ¢t € [a, f]. Men eftersom s(t) = (z1(¢), x2(t)) s'(t) = (2)(t), zh(t)) fas genom
kedjeregeln att

B8
/ Vo(s(t) - (1) di = ), @a(t)) - () (1), h(t)) dt

_ dyp 81‘1 &p % B B i
- /a (8:::1 ot "+ o 8t> dt = /a e (s(t)) dt,

varpa fundamentalsatsen sidger att

8
%@(S(t)) dt = ¢(s(9)) — p(s(@)) = ¢(b) = ¢(a),

«

med a, b som start- respektive slutpunkt pa kurvan (skilj dem med andra ord fran «, 3 som
ar motsvarande punkter for parameterintervallet). Detta innebér sirskilt att kurvintegralen
blir oberoende av vigen.

(a) u(z) = (z1, z2, 73)

Rotationen bestidms till

€1 €2 €3 d d ) 0 d )
V X Uu = i i i =e Oxo oxs — €9 ox1 oxs + es3 ox1 Oxo
8x1 8x2 81‘3 :L,Z 1'3 :El 1.3 :El :172

T T X3
= (1,0,0)(0—0)—(0,1,0)(0—0)+ (0,0, 1) (0—0) =0,

och filtet dr tydligen rotationsfritt. Aterstar att beriikna potentialen via upprepad integration

Op __
u=Vyp < T = T2

O

dzy — X3

dér den tredje ekvationen ger

15) 1
/ ? dxz—/$3 drs = @(z1,22,73) = §$§+f(901,902)~

12
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Insatt i den andra ges "konstanten” — f(x1,x2) dr konstant med avseende pa x3 — till att
vara
dp 0

1 1
Ory — O2g <§9€§ + f(961,962)> = fo, (1, 22) = 22 = f(21,22) = 51‘5 + g(x1),

sa att o(z1,22,23) = 5 (23 + 23) + g(x1). P4 samma sitt ger en avslutande inséttning i den

forsta ekvationen

99 _ 9

1 1
0.~ o (— (a:% + x%) + g(:m)) =4 (z1) =21 = g(z1) = 555% +C,

2

med C' som en konstant. Vi har alltsa bestdmt potentialer ¢(x1, 2, x3) = % (x% + 23 + :1:%) +C,
som i det hér enkla fallet egentligen kunde ha bestdmts direkt via inspektion. Alla ganger ar
det dock inte lika l&tt.

(b) u(x) = (w3, 1, x2)

Rotationen bestidms till

€1 €2 €3 92 9 9 0 92 9
V Xy = 9 0 0 =€ Oxrs  Oxs — ey ox1 Oxs +e o1 0z
Or1  Oxy Oxs T1 X T2 3 r3 I

x3 x1 Z2

= (1,0,0)(1=0)— (0, 1,0)(0—1)+ (0,0, 1) (1 —0) = (1, 1, 1),

sa att filtet inte &ar rotationsfritt. Har saknar u potentialer.

13



